“\V Talpponti haromszog és konvergens sorozatok
rad . .

l“' | II” Az alabbiakban a haromszégek talpponti haromszogének
egy tulajdonsagat fogjuk igazolni. Ez vezet majd el egy bizo-

nyos sorozat konvergencijjanak felismeréséhez, végiil pedig a
hatarérték kiszamitasahoz.

Legyen ABC hegyessz6gli haromszog, oldalainak hosszisa-

QUL BOE

ga a, b és c. Jeloljiik a haromszog koré irt kor sugarat R-rel, a haromszog teriile-
tét T-vel. Ismeretes, hogy

(1) T =

abc
4R °

A haromsz0g magassagvonalait jeloljiik AM ,, BMy, CM-vel, a magassig-
pontot M-mel (1. abra); legyenek a haromszog 4, B, C csticsanal 1évs szdgek rendre
o, B, y. Ekkor a magassagvonalak altal levagott derékszégii haromszogekbdsl

AMB< = 180°— M, MB< = 180°—(90°—M BM ) =
— 90° - CBM = 90°4-(90°—y) = 180°— ACB<,
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tehat M-nek az AB oldalra vonatkozd M, tiikorképe a haromszég koré irt kdron

van, ¢s ugyanigy ¢ kéron helyezkedik el M-nek a BC, ill. AC oldalakra vonatkozé
M,, 1ll. M, tikorképe 1s. A tiikrozések miatt

MM, =2-MM,, MM, =2-MM,, MM;,=2.MM,,

igy az M MyzM, talpponti hiromszoget M-b8l kétszeresére nagyitva a korbe irt

M, M, M, hairomszighdz jutunk. A talpponti haromszog koré irhaté kor R’ sugara
tehat
1

(2) R = 5 R.

A talpponti haromsz6g oldalainak hosszisigat a koszinusztétel segitségével
hatarozhatjuk meg; példaul

= ¢* cos® f+a? cos® f—2ac cos® B = (c®+a®—2ac cos B) cos® f = b? cos? B,

azaz
(3) MAMC — bCOS ﬂ,
hasonl6an M Mg = ccosy,

(1), (2) és (3) alapjan az M MzgM_ . haromsz6g T’ teriiletére:

@) T abc cos o cos B cos y

7R = 2T cos o, cos f cos 7.

Ismeretes azonban (lasd pl. Reiman Istvdn: Fejezetek az elemi geometriabdl,
17—18. oldal), hogy egy haromszég o, B, y szOgeire

(5) cosa-cosﬁ-cosy*s:—-—é-,
ezért (4) és (5) miatt

. 1
(6) TETT

(6)-ban pontosan akkor all egyenl6ség, ha (5)-ben i1s egyenlOség van, ez pedig az
idézett eredmény szerint csak szabalyos haromszdgnél kévetkezik be.

Mivel az M MzM, haromszéget M-bsl kétszeres€ére nagyitva a négyszeres
teriiletl M, M, M, haromszOghoz jutunk, ezért az utdbbi teriiletét 77-vel jeldlve, a
(6) Osszefiiggés igy 1s irhato:

(7) T =T.

Vizsgaljuk meg, milyen eljarassal lehet az M, M, M, haromszdgbdl az eredeti
ABC haromszdget visszakapni! Mivel példaul AM-C és AM  ,C k6z8s atfogdjn
deréksz6gli haromszogek, ezért AM M ,C hurnégysz0g, tehat AM M, < =
=180°—vy. Hasonloan BM MyC 1s hurnégyszog, azaz BM ;Mg =180°—7,
igy AM-M < =BM My<. EbbdI tiistént kdvetkezik, hogy a CM . magassagvonal
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felezi az M M My szbget, és igy az M, M, M, szbget is. A keriileti sz6gek tétele
szerint ekkor a C pont felezt az M, pontot nem tartalmazé M, M, korivet; hason-
16an A az M, M, B pedig a megieleld M, M, koriv felezGpontja. Ez a kovetkezd kér-
dést vet1 fel: |

Legyen ABC egy tetszoleges hdromszog, és legyenek rendre A,, By, C, az ABC
hdaromszog koré irt kor (a harmadik csucsot nem tartalmazo) BC, AC, AB iveinek a
felezopontjai. Igaz-e, hogy az A, B,C, hdromszog teriilete legaldbb akkom mint az
ABC hdromszognek a teriilete?

Megmutatjuk, hogy a kérdésre a valasz igenl§, ugyanis 4, B,C; hegyesszogi
haromszdg, amelynek a magassagpontjabdl kétszeresére nagyitott talpponti harom-
szoge €ppen ABC. Jeldlyik az ABC haromszog szogeit o, f, y-val (2. abra). Mivel az
A, B,C; sz6ghoz tartozd koriv fele az AC korivnek, ezért a keriileti szogek tétele
értelmében '

1 1
A B, Cd = —Q-ABICQ = —E(ABqu +BB,C) =

1

hasonldan

1 1
C4,B,d = ‘2"‘(5‘['?): A4,Ci B, = "5‘(“ + f).

Az a+- B, a+7y, B+y szOgek valamennyien kisebbek 180°-nal, igy A,B,C; valoban
hegyesszogli haromszog. Nyilvan

A,C,C 4 = -%—BCICU:I = -;—BAC{[ = %—cx,
tehat
1 1
A4,C,CA+Cr Ai By = 5 o= (B+7) = 90°,
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azaz A, B, merGleges CC, -re, ugyanigy 4,C, és BB,, illetve B,C; és AA, is mer{le-
gesek. Ez a korabbiak szerint azt jelenti, hogy A4,B,C; talpponti hdromszdgét a
magassagpontbdl kétszeresére nagyitva ABC-hez jutunk, ezért (7) miatt az 4ABC,
haromszog teriilete legfeljebb akkora, mint az 4, B,C,; haromsz6gé. A B,C;, A4,C,
A, B, korivek felez6pontjai altal meghatarozott A, B,C, hiromszog teriilete ugyanigy
nagyobb (vagy egyenlG) az 4, B, C, haromszdg teriileténél, és legfeljebb akkora, mint
a belGle hasonléan képezett A;B;Cs haromszdgnek a teriilete.
Az eljarast tovabb folytathatjuk, és az igy egymdis utin keletkez6 A4,B,C,,
A3 B,C4, A4B,C,, ... hAromszdgek teriiletel egy ndvekvl szamsorozatot alkotnak.
Valamennyi haromszdg teriilete kisebb az Gket tartalmazé kor teriileténél; a teriile-
tek sorozata tehat konvergens. Prébaljuk meg kiszAmitani ezt a hatirértéket! A ki-
indulasi hiaromszég oldalait a, b, c-vel, sz6geit «, B8, y-val, a kéréirt kor sugarat R-rel
jeloljiikk. Mivel
a=2Rsina, b=2Rsinf, c¢ = 2Rsiny,

ezért az ABC haromszog teriilete (1) alapjan

abc
4R

illetve ugyanigy — az A4,B,C, hiromszég «,, B,, v, szogeivel az 4, B,C, haromszog
teriilete

L = =2R?sin a sin fsin y,

T, = 2R®*sina, sin B,sin y,,.

Az egymasra kovetkez8 haromszogek képzési szabalya szerint a szogek sorozatara“

n+ n an+ n aﬂ+ n
Ap+1 = 523’ s Brir= 2? s Yn+1 = 25 .

Ennek az Osszefiiggésnek és néhany kisérleti probalkozasnak alapjan az az érzésiink
tamadhat, hogy n névekedtével a szdgek egyre inkabb , kiegyenlitédnek”, azaz «,,
B, és vy, hatarértéke egyarant 60°. Latni fogjuk, hogy ez valéban igy is van. Valamivel
altalanosabban a kovetkezs allitast bizonyitjuk ehhez be:

(8) Ha x,, yy, 2y tetszbleges valos szamok, és az (x,), (), (z,) sorozatokat az

W t+Z Xt Z Xty
J'fl.-.+1_'~k2 £, YVi+1 = kz S g1 = kz :

szabdly szerint képezziik, akkor mindhdrom sorozat konvergens, és

lim x, = lim y, = lim z, = 0t%+ % _ 4
7]~ OO - oo n—»co 3

Vegyiik észre, hogy x,+y,+z,=Xo+ys+2,=3A4. Ezt az n-re vonatkozd teljes

indukcidval lathatjuk be; n=0-ra allitasunk nyilvanvaldan igaz. Tegyiik fel, hogy

X, +y.+2,=34, ekkor

4z X+ Z X+
Xg+1 T es1t 841 = ykz =+ kz £+ kzyk = X+ Vet 2 = 34,

tehat az 4llitds minden k-ra fenndll. Ennek felhaszn4ilasaval kapjuk, hogy

yu+zn 3A_xn
xn-l'l — 2 = 2 ’
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igy
- x,—4

A_ n+l1 = 2 ’

kovetkezésképpen (minden #n-re)

x, — A
ey —d] = DAL
Ebbdl az n-re vonatkozé indukcidval egyszerlien adddik, hogy
|x,,--A| — lxﬁz';AI .

Nyilvan |x,— A| nem fiigg n-t61, 1/2"” pedig n névekedtével O-hoz tart, igy |x,— A|
hatarértéke 1s 0, azaz (x,) hatarértéke A4; ugyanigy bizonyithato be, hogy az (y,),
(z,) sorozatok is A-hoz tartanak.

A bizonyitott (8) allitas felhasznalasaval az A, B,C, haromszogek teriiletének
hatarértéke mar i1gen kdnnyen kiszamithatd. (8) miatt ugyanis lim o,= lim B, =

n—» oo 7 R -
= lim y,=60°, ezért a szmuszfiiggvény folytonossaga miatt — a haromszdgek
teriiletének hatarértcke:
lim 2R2sin o, sin B, sin p, = 2R%*(sin 60°)3 = 3y3 R?

] 4

A (8) allitas bizonyitdsinak mintajara konnyen igazolhatjuk (8) kovetkezd
altalanositasat:

(9) Legyenek afV, a®, ..., a{® tetszdleges valds szdmok, és képezziik az (alV),
(@?), ..., (a®) sorozatokat az
k
s = g (- + 319

szabdly szerint (I=1,2, ..., k). Ekkor az (aP) sorozatok konvergensek, és kozos
hatdrértékiik:

: 1 k
lim al = —. > ai®.
R0 i=1
A (9) allitasbbl az aP =ay; alP =af¥=...=a®=q, specidlis eset révén a

kovetkezOt bizonyithatjuk be:

(10) Ha a, és a, valds szamok és k 2-nél nagyobb pozitiv egész, akkor az

an-2+(k_2) a,-1
k—1

rekurzidval képezett (a,) sorozat konvergens, és a hatdrértéke.

a, = (n=3,4,5,...)

lim a, = w&_
Hausel Tam4s
Budapest, Fazekas M. Gyak. Gimn., IIL. o. t.
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