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1 Bevezetés

Az eléadds sorozat célja, hogy betekintést nyerjink a Jones-Witten elméletbe, mikozben athajézunk a
szimplektus geometria, a geometriai kvantdlas és a topologikus kvantummez6 elméletek vizein.

Jones 1984-ben definidlta hires lancinvaridnsat az ugynevezett Jones-polinomot, amelynek segitségével a
csomédelmélet néhany 100 éves sejtését sikeriilt tisztazni. Atiyah 1988-as Hermann Weyl-eloaddsdban vetette
fel a problémat: Hogyan konstrudljuk meg a Jones-polinomot — amelyet addig csak a lanc két dimenzids
diagramjéval tudtak definidlni — tisztan harom dimenziés mddszerekkel? Witten 1989-ben véalaszolta meg a
kérdést, amely egyebek mellett hozzajarult ahhoz, hogy 1990-ben, Jones mellett, fizikusként eloszor Fields-
érmet kapott. Witten igen eredeti médon egy 2+1-dimenzids topologikus kvantummezd elméletet (TKME?)
konstrudlt, amelynek 3-dimenzids részébél kiolvashaté a Jones-polinom. Ez a TKME a fizikus kérokben
mar ismert Chern-Simons-elmélet — mellyel &beli esetben példdul a szupravezetést lehet modellezni —
amelyet a fenti torténet miatt Jones-Witten elméletnek is neveziink.

A topolégus Freedman 1998-as ICM el6addsdban pontosan ezt a Jones-Witten elméletet javasolta
egy ujfajta szamitogép technoldgia alapjanak. Javaslata szerint, ha a Chern-Simons elméletet, valamely
fizikai elmélet modelljét, hatékonyan mérni tudnank, akkor ez az ujfajta szamitdgép igen hatékonyan
tudnd szdmolni a Jones-polinomot, ami Witten fenti eredménye szerint, korrelacios fiiggvények formajaban
“kimérhet6” az elméletbdl. A Jones-polinom szdmolasarol pedig ismert, hogy egy NP-nehéz feladat, tehat
egy szamitogép, amely a Jones-polinomot hatékonyan szdmolja, minden NP-teljes problémat hatékonyan
tud megoldani. Ez a lehetdség egyébként annyira megmozgatta még a Microsoft fantazigjat is, hogy a
4-dimenzids sokasagok osztdlyozdsdért 1986-ban Fields érmet kapé Freedmant szerzédtette frissen alakult
matematikai kutaté csoportja egyik irdnyitéjanak.

Az elkovetkezo el6adasokban a witteni konstrukcié matematikai alapjait fogjuk attekinteni.

Megjegyzés. A téma jellegébol adddik a fizikai és matematikai megkozelités keveredése, ami igen nehézzé
teszi az el6adasok talaldsat. Minthogy a célunk csupdn a betekintés, ezért nem bizonyitjuk itt a tételeket,
ezeket az érdeklods Olvasé a megadott irodalomban megtaldlja. Tovabba motivacionk sokszor fizikai
gyokerd, tehat a targyalas stilusa nem a matematikdban megszokott szigoru logikai lépések egymasutdnja.
A hangsily nem is a fizikdn van. Hanem egyik oldalrdl a “tiszta matematikan”, amit a fizikai motivacid
eredményez, a masik oldalrél pedig a legijabb elméleti fizikai otletek konzisztencidjanak, a kisérletek
lehetdségének hidnyaban, a modern geometridban torténd tesztelésén.

3TQFT a szakirodalomban.



2 A klasszikus mechanika matematikai modelljei

E fejezetben [Arn] -ot kovetve* a klasszikus mechanika hdrom matematikai modelljét definidljuk. A new-
toni modell a differencidlszamitas, a lagrange-i modell a varidciészdmitds, a hamiltoni modell pedig a
szimplektikus geometria matematikai apparatusara épiil.

2.1 Newton-féle mechanika

Definicié. Az n pontbdl 4116 Newton-féle mechanikai rendszer
e konfigurdcids tere egy N = 3n-dimenziés euklideszi tér: M = RY = R3x ... x R3
—_———
n
e mozgdsa egy olyan v : I — M = R¥ sima leképezés, ahol I C R zart intervallum és amelyre teljesiil
a rendszer
e mozgdsegyenlete

¥ =F(y(t),7(): 1),

ahol
F:TMxR=RYxR¥ xR 5 RY

sima fiiggvény.
A v mozgés to € int(I)-beli
1 ;A = (¢ — im Y(teth)=7(to) N
o sebességuektora: Y(to) = (d_z)t:to = }ILI—% % € RY,

e gyorsuldsvektora: ¥(tq) = ((2273) .
t=to

Megjegyzés. Matematikailag egy Newton-féle mechanikai rendszert az F fiiggvénnyel adunk meg.

Példa. A kovetkezékben definidljuk a kongzervativ rendszert.
Legyen r; = (Zai—2, Z3i—1,%3i) € R?® az i. tomegpont koordinatdi, ekkor az M = RY euklideszi tér

(r1,...,7n)-nel illetve (z1,...,zn)-nel van koordindtdzva. Tovdbba legyen a konfigurdciés tér TM =
RY x R¥ érintStere (r1,...,7n, F1, ..., 7y )-nel illetve (24, ..., zxn, &1, . . ., x5 )-nel koordinatazva, ahol 7; =
(Z3i—2, Z3i—1, &3i) € R3. Legyenek tovdbba my,..., m, pozitiv valés szdmok, ahol m; az i. pont témege,

illetve U : M = RY — IR sima fiiggvény, melynek neve potencidl fiigguény. Ekkor legyen

oUu oUu oUu
gTGd(U)—E— (6_1'1"”,@)
illetve . - L ey
F=——. dU)=|——+—,.. .., —m - — .
m grad(U) ( my Ory " my, Brn)

Ily médon F egy M — RY fiiggvény. Levetitve az M faktorra: TM x R — M, latjuk, hogy F definial egy
Newton-féle mechanikai rendszert, melynek neve konzervativ rendszer. Ekkor a newtoni mozgasegyenletek
az

ou

miY; = “ar, o (1)
alakot 6ltik, ahol i =1,...,nés v =m0+ : I = R az i. pont mozgasa. Tehat a v gorbe mentén teljesiil
az

. ou .
m;r; = _Bri 1=1,...,n

differencial egyenlet rendszer.

“Részletesebb targyalasért lasd [Arn]-ot.



A konzervativ rendszer kinetikus energidja a

N
-3
i=1

ahol r; € R3, rl-z = zgi_z + zgi_l + zgﬂ az r; vektor hosszdnak négyzete. A konzervativ rendszer totdlis

.2
m;r; ,

N | —

energidja a E = T+ U : TM — R sima fiiggvény. Ezen definiciék mellett a rendszer totdlis energija
id6ben &llandé, azaz megmarad, hiszen

E’:T—}—U:Zmiii—{—gra,d(U):O.

=1

2.2 Lagrange-féle mechanika
2.2.1 Variiciészamitas
Definicié. Jeldlje G a v : I — R¥, sima gorbék egy halmazat. Ekkor egy & : G — R leképezést
funkciondlnak neveziink. A ® funkciondl differencidlhaté a v € G -nél, ha teljesil, hogy:
®(y +h) — ®(y) = 89(v, k) + M (7, h),

ahol:

e h a varidcid, hogy h € G, és v + h € G a pontonkénti osszeadassal definidlt,

e 9% linedris h-ban, azaz: 8®(h)+ dP(h') = 8®(h + A'),

o M(v,h) = O(h?), azaz |h| < ¢ és |‘fz—f| < € esetén |M| < ce?.

A v € G gorbe a & funkciondl eztremdlisa, ha ® differencidlhaté y-ban, és Vh € G esetén teljesiil, hogy:
9%(y,h) = 0.

Példa. 1. Ha
G :={y:I - R¥ sima gorbe, és I C R}
akkor

ty
4’(7)=/v1+*y2dt,
to

a “grafikon hossza” funkcional.
2. Legyen

G:={y:[to,t1] — R¥ sima gorbe, ugy, hogy: v(to) = zo, Y(¢1) = z1},

tovabba legyen L : RY x RY x R — R sima fiiggvény, amelyet Lagrange-fiigguénynek mondunk, ekkor

Vv € G mellett értelmes a
ty

2u(7) = [ Ly 4 1)ds

to

funkciondl, amelyet hatdsintegrdlnak neveziink.

1. Tétel. Egy -y € G gorbe akkor és csak akkor eztremdlisa a fenti ®f funkciondlnak, ha v mentén
teljesil a

doL_aL_ o)
dt 8¢z Oz '

tn. Euler-Lagrange-egyenlet, ahol:



o% = Pr; ograd(L),

3
o2k — Prjograd(L),
ahol a Pry : RN xRV xR — RY vetités az elsé z = (21, . .., zn)-el koordindtdzott, Pry : RN xRN xR —
RY a mdsodik & = (21, ..., zn)-el koordindtdzott RY faktorra. A p; = 54, mennyiséget az i. altaldnositott

impulzusnak, mig az F; = % mennyiséget az 1. dltalanositott er6nek nevezzik.

Példa. Tekintsiik a 2.1 alfejezetben definidlt konzervativ rendszert. Legyen L = T — U o Pr; Lagrange-
t1

fliggvény a munka fiiggvény. A ®.(y) = [ L(v,%,t)dt hatésintegrdl pedig a y mentén végzett munka.
to

Ekkor az Euler-Lagrange-egyenlet

oo d9L 9L _ . U
S dtorn, orm T G

ekvivalens a (1) newtoni mozgds egyenlettel. Tehat egy v gorbe akkor és csak akkor mozgdsa a konzervativ
newtoni rendszernek, ha v extremdlisa a &5, hatdsintegralnak. Ez a Hamilton-féle legkisebb hatds elve.

2.2.2 A Lagrange-féle dinamikai rendszer definicigja

Definicié. A Lagrange-féle mechanikai rendszer
e konfigurdcids tere egy M sima sokasag;
e szabadsdgi fokainak szdma dim(M), M dimenzidja;
e Lagrange-figguénye egy L : TM X R — R sima fuggvény

ty
e hatds integrdlja ®.(v) = [ L(v,7,t)dt alakd;
to
e mozgdsa olyan 7 : [to,t1] — M gorbe, amelyen ®j, extremadlis.

Definicié. A fenti adatokkal adott Lagrange-féle dinamikai rendszert

e autondémnak nevezzik, ha az L Lagrange-fuggvény idofiiggetlen,

e természetesnek nevezziik, ha a Lagrange-fiiggvény egy M-en adott Riemann metrikdbél®és U : M — R
sima potencialfiggvénybdl szamithaté a kovetkezoképpen: A kinetikus energidt az z € M és v € T M
pontban a T(z,v) = %.gm(v,v),formuléval definidljuk. A Lagrange-fuggvény pedig L = T — U alakd.
Minthogy az igy definidlt L idéfuggetlen, latjuk, hogy egy természetes rendszer autoném.

Példa. 1. Tegyiik fel, hogy egy m;, ..., m, tomegi ry,...r, helyzetvektori pontok rendszerét valamely
kényszerfeltétel® egy M C R°" m-dimenzids részsokasdgon tartja, gy hogy a rendszer dinamikijit az
L = %E?:l m;72 — U Lagrange-fiiggvény irja le, ahol U : M — R valamely sima potenciél fiiggvény.
Egy ilyen rendszert 3n — m holoném kényszerfeltétellel korldtozott n-ponti rendszernek neveziink. Ez a
“természetben” leggyakrabban el6fordulé példa természetes Lagrange-féle dinamikai rendszerre. Innen az
elnevezés.

2. Gombinga esetében a konfiguraciés tér az S? C RS2, a 2-dimenzids szféra, sikingandl, a S C R?
korvonal, mig kettds inganal egy térusz, azaz: S x S = T? C R? x R? a konfiguréciés tér.

Feladat. Mzi egy két végén régzitett 3 csukléval sszekdtott 4 ridbdl Gll6 rendszer konfigurdcids tere?

Megjegyzés. Megmutathatd, hogy a természetes Lagrange-féle dinamikai rendszer mozgdsai 0 potencidl
esetén pontosan az M Riemann sokasdg geodetikusai.

5Bz egy g euklideszi forma Tz M-en, amely z-ben siman véltozik.
8 Példaul ridak a tdmegpontok kdzdtt.



2.3 Hamilton-féle mechanika

2.3.1 Legendre-transzformadcié

Definicié. Haaz f:RY — IR sima fiiggvény konvex, azaz a fiiggvény Hessidnja (afjga:j) pozitiv definit;
akkor az f fuggvény Legendre-transzformdltjanak nevezzik azt a g : (}RN)* — R leképezést, amelyre
teljestil, hogy V¢ € (}RN)*—re

9(€) := max{({ | =) — f(2)}.

zeRN

A Legendre-transzformacié tulajdonsdgai: 1. Az f : R™ — R konvex fliggvény g : (R™)* —
R™ Legendre-transzformaltja szintén konvex és g Legendre-transzformaltja pedig f. Azaz a Legendre-
transzformdécié involutiv.

2. Legyen f:R™ - R az A = (a;;) pozitiv definit méatrixd kvadratikus forma, azaz

f = z Qi T .
43
Ekkor f konvex és Legendre-trandszformaltja
9= Z bij&i&;
4,3
pedig egy B = (b;;) matrixd kvadratikus forma, melyre B = A~%, és igy pozitiv definit.

2.3.2 Hamilton-egyenletek

Legyen L : RV xR¥ xR — R a Lagrange-fiiggvény, ugy, hogy z € RY és t € R mellett legyen L, ; : RY — R
konvex”, ekkor a Hg;: (}RN)* — R jeloli az L ; fiiggvény Legendre-transzformaltjat. Az ily mddon nyert
H:RY x (RN)* x R — R fliggvényt Hamilton-figgvénynek hivjuk. A kovetkezo tétel, az Euler-Lagrange-
egyenlet Legendre-transzformacidjat irja le:

2. Tétel. Az Euler-Lagrange-egyenlet ekvivalens az aldbbi 2n darab elsérendi differencidlegyenlettel, az
gy nevezett Hamilton-egyenletekkel:

. o0H
p=- dq;
_0H
- Op;

(3)

gi

minden 0 < 1 < n-re; ahol q; = z; a pozicicid, p; = g—;f_ az tmpulzus koordindtdk.

3. Kovetkezmény. A Lagrange-féle mechanikai rendszer dinamikdja leirhaté a Hamilton-egyenletekkel.

2.3.3 Szimplektikus geometria

Eme alfejezetben a szimplektikus geometria alapveto fogalmait ismertetjiik, a hamiltoni mechanika matem-
atikai megalapozasa végett.

Egy szimplektikus sokasdg, hasonléan a kés6bbiekben definidlandé komplex és Kahler sokasdgokhoz, egy
differencialhat6 sokasag extra strukturaval. Egy extra struktira definialdsa egy differencidlhaté sokasagon
hdrom szinten torténik: infinitézimalis, lokalis és globalis szinten. Azaz eloszor infinitézimalisan a p € M-
beli T, M érintStéren, tehdt a linedris algebra felségvizein, masodjara lokélisan a p € M pont koriil, tehat
lényegében R™en, és végil globalisan az egész M {olott.

7Példaul ha a rendszer természetes, akkor Lg,; egy pozitiv definit kvadratikus alak, és igy konvex.



A szimplektikus sokasdg infinitézimdélis modellje a szimplektikus vektortér. Miel6tt tovabb megytink,
az Olvasé elevenitse fel a Matolcsi 2.3 fejezetben a szimplektikus vektortérrol olvastakat!
Most meghatardzzuk mit értiink majdnem szimplektikus sokasagon.

Definicié. Az (M,w) part majdnem szimplektikus sokasdgnak nevezzik, ha M differencidlhaté sokasdg és
w € Q*(M) = T(M,A*(T*M)) egy differencilhaté 2-forma, ugy hogy (w,) nem elfajuld bilinedris forma
T, M-en minden p € M-re.

Megjegyzés. Konnyen lathaté, hogy a fenti definicié ekvivalens azzal, ha Vp € M-re adott a (T, M, w,),
p-ben siman valtozé szimplektikus vektortér-struktira T, M-n.

Példa. Legyen az R?™ = (q1, ..., qn, P1, ---, Pn) euklideszi téren az w differencidlhaté 2-forma az

wzzn:dqz'/\dpi

i=1

formuldval adva. Ez nem mds, mint a konstans kanonikus szimplektikus vektortér-struktira R?" = T, R?"-
en s igy az eléz8 definicié értelmében (R?",w) egy majdnem szimplektikus sokasdg. Ezt a majdnem
szimplektikus sokasdgot hivjuk a szimplektikus sokasdgok “standard modelljének”.

Definicié. Egy (M,w) majdnem szimplektikus sokasdg integrdlhatd, ha lokalisan izomorf® a standard
modellel, azaz minden p € M pontnak van olyan nyilt U C M kérnyezete, hogy (U, w |y) izomorf a standard
modell egy nyilt részével.

4. Tétel. [Darboux] Egy (M*",w) majdnem szimplektikus sokasdg akkor és csak akkor integrdlhatd, ha
teljesil a Darbouz-féle integrdlhatdsdgi feltétel: dw = 0.

Megjegyzés. A tétel egyik irdnya kdnnyen lathatd, ugyanis, ha (M,w) egy szimplektikus sokasdg, akkor a
n

fenti definicié szerint lokdlisan izomorf a standard modellel, amelyre viszont dw = d | ). dg; Adp; | = 0,

=1
hiszen d? = 0.

Szimplektikus sokasagnak egy integralhaté, majdnem szimplektikus sokasdgot neveziink. A Darboux
tétel szerint, ezzel a definiciéval ekvivalens a kovetkezo:

Definicié. Az (M,w) pér egy szimplektikus sokasdg, ha M differencidlhaté sokasdg, w € Q*(M) egy
differencialhaté 2-forma, amely sehol nem elfajuld, és dw = 0.

5. Kovetkezmény. Egy (M,w) szimplektikus sokasdg minden p € M pontja kéril léteznek lokdlis
(g1,---,9n,P1,- - -, Pn) koordindtdk, melyekkel w = dg; A dp; alaki.

Példa. 1. A (R?",w) standard modell nyilvdn egy szimplektikus sokasdg.

2. Legyen Q egy sima sokasdg. (Példdul gondolhatunk @-ra, mint egy Lagrange-féle mechanikai
rendszer konfigurdciés terére.) Megmutatjuk, hogy @ koérinté nyaldbja T*Q szimplektikus sokasdg, egy
kanonikus w szimplektikus formaval. El6szor konstrudlunk egy dgynevezett szimplektikus potencidlt, azaz
egy 0 differencidlhaté 1-formét, melyre df = w. A konstrudlandé 6 € Q'(7*Q) szimplektikus potencial
neve: Liouuille 1-forma. Egy differencidl 1-forma egy sokasagon valéjdban csak a koérintonyaldbnak a
szelése: 0 € T'(T*Q,T*(T*Q)). Ahhoz hogy ezt definidljuk elég, ha megmondjuk, hogy egy tetszdleges
X € I'(T*Q,T(T*Q)) vektormezén kiértékelve, mely sima fiiggvényt kapjuk. A kévetkez6 formula tehat
definidlja a Liouville 1-format:

(0 [ X)g,p = p(T(X))(a), (4)

aholg€ Q,pe T, Q és Tm: T(T*Q, T(T*Q)) » T(Q,TQ) a m: T*Q — Q vetités derivaltja.

8M4s széval majdnem szimplektikus struktiirat tartéan diffeomorf.



Legyen (g1, ..,9n) €gy koordindta-rendszer @-n és legyen (g1,...,qn,P1,---,Pn) & hozzd tartozé ko-
ordindta-rendszer T*Q-n, tehit p;(dg;) = é;;. Ekkor a fenti (4) definicié a

6= Zpid‘h'
=1

lokalis alakot olti.
Ha tehdt w = df egyenlettel definidljuk az w differencidlhaté 2-formét, akkor

wzzn:dpi/\dqz'

=1

lokalis alakot 6lti, és igy w valdban egy szimplektikus forma.

Ha Q = R™ akkor R?* = T*R” mellett visszanyerjiik a standard modellt.

3. Vizsgéljuk meg mely S?" gombdk lehetnek szimplektikus sokasigok! Tegyiik fel, hogy w € Q2%(S%")
egy szimplektikus forma. Mikor n # 2, akkor az Etesi-el6adés (4) formuldjabdl HE 5(S*™) = 0 és igy létezik
6 € Q'(S*™) szimplektikus potencial, teh4t hogy df = w. Azonban w sehol nem elfajuld, ami azt jelenti,
hogy w™ = w A ... A w egy sehol nem eltiinS csiics-forma, és emiatt S2"-en vett integralja nem nulla, tehat:

n

0 # w" = /Sh(de)“ = /Sh d(@A(dO)" 1) =0

S2n

Stokes tételébSl. Ellentmonddasra jutottunk, ami azt jelenti, hogy n > 1 esetén S?" nem szimplektikus
sokasag! Ervelésiink &ltaldban azt mutatja, hogy egy kompakt szimplektikus sokasdg masodik De Rham
kohomolégia csoportja nem trivialis.

Mikor n = 1 akkor viszont rengeteg szimplektikus forma van S2-n. Ugyanis minden sehol nem eltiiné
differencial 2-forma definial egyet. Ilyenbdl pedig rengeteg van, hiszen S? irdnyithaté. Ugyanez az argu-
mentum mutatja, hogy minden irdnyithaté felilleten rengeteg sok szimplektikus struktira van.

Definicié. Legyen f : M — R sima fliggvény az (M?",w) szimplektikus sokasdgon. Ekkor df €
QY (M) = T(M,T* M) differencidlhaté 1-forma definidl egy X; = (w#)~!(df) vektormezét, az f fiiggvény
Hamilton-féle vektormezdjét, ahol az w# : TM — T*(M) izomorfizmust az w € Q(M) = T'(M, A2°T*M) C
I'(M,T*M ® T* M) sehol nem elfajulé forma definilja.

Megjegyzés. Loké&lisan egy (q1,.-.,9n,P1,.-.,Pn) koordindta-rendszerben

“.8f 8 O8f 8
X: = E —
d < Op; 8q;  q: Op;

formulaval adott. Ezért egy v : I — M sima gorbe mentén pontosan akkor teljesiilnek a

__9f
pi__alh
. af
q; = p;

Hamilton-egyenletek, ha teljesiil a koordinata fliggetlen y(t) = X;(y(t)) egyenlet!
Definicié. Két f,g € C®°(M) sima fliggvény Poisson-zdrdjele az

{f,9} = X;(9)

sima fuggvény.



Megjegyzés. Lokalis koordinatdkban

"\ 8f 8g Of Oy
fg}=) =7 — 7.
{9} ; Op; 0q¢;  Oq; Op;

A Poisson-zirdjel tulajdonsigai: e antikommutativ: {f,g} = — {g, f}
e teljesiti a Jacobi azonossdgot:

{f, {9, h}} + {9, {h, F}} + {h,{f,9}}=0.

Tehdt a Poisson-zaréjel egy Lie-algebra struktdrdt definidl C®°(M)-n. Az

Xis9y = X5, Xg] (5)

azonossidg pedig azt mutatja, hogy az f — X; egy Lie-algebra-homomorfizmus.

2.3.4 A Hamilton-féle mechanikai rendszer definicidja

Miutén kidolgoztuk a szikséges szimplektikus geometriai fogalmakat, definialhatjuk a Hamilton-féle mechanikai
rendszert:

Definicié. Egy Hamilton-féle (autoném) mechanikai rendszer
o fdzistere egy (M?",w) szimplektikus sokasdg,
o Hamilton-fiigguénye egy H : M?" — R sima fiiggvény,
e Hamilton-féle vektormezéje Xg € T'(M,TM),
e mozgdsa egy olyan v : R — M?" sima gorbe, amelyre teljesiil a rendszer
e Hamilton-egyenlete:

§=Xg. (6)

Példa. Az 2.3.1fejezetben elmagyaraztuk, hogyan Legendre-transzformalhatjuk az Euler-Lagrange-egyenletet
a Hamilton-egyenletbe R™ konfigurdcids téren. Ha ezt a definiciét lokalisan megtartjuk, akkor a Legendre-
transzformdacié egy M konfigurdcidés teri L : TM — R Lagrange-fliggvényli Lagrange-féle mechanikai
rendszert egy T* M fazisteri® H : T*M — R Hamilton-fiiggvény(i Hamilton-féle mechanikai rendszerbe
viszi, amelynek Hamilton-egyenlete lokalisan (3), globdlisan (6) alakd.

A kozonséges differencidl egyenletek alaptételébol kovetkezik, hogy egy X vektormez6 lokalisan generdl
egy egy-paraméteres ¢’ diffeomorfizmus csoportot, — az M diffeomorfizmus csoportjdnak, egy t € I C R-
vel paraméterezett részcsoportjat — amelyre (%tﬁtx)t:o = X. Ha Xy egy H Hamilton-fuggvényhez tartézé
vektormezd, akkor d)tXH neve fdzisdram. Az elnevezést az indokolja, hogy egy Hamilton-féle mechanikai
rendszer esetén a fazisdram explicite leirja az egész rendszer dinamikdjat, amennyiben az m € M pontbdl
a rendszer t id6 miilva az ¢tXH (m) pontba keril.

Definicié. Egy (M?",w) fazisteri H : M?™ — R Hamilton-fliggvény{i Hamilton-féle mechanikai rendszer
egy elsé integrdlja (vagy megmaradd mennyisége) az f : M?*™ — R sima fiiggvény, amely invaridns az Xp
altal generalt ¢tXH fazisdrammal szemben, azaz ha Xgf = 0.

6. Kovetkezmény. Egy f: M?* — R sima figguény akkor és csak akkor a rendszer egy elsé integrdlja,
ha {f,H} = Xuf =0.

® A standard szimplektikus struktiirdval. V5 (4).
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Példa. 1. A Poisson-zdrdjel antikommutativitdsidbdl kovetkezik, hogy {H, H} = 0, azaz H a rendszer elsd
integralja, azaz az energia megmarad. Ez az energia megmaradas elve.

2. A Jacobi azonossdgbdl kovetkezik, hogy az elsd integrilok (C°(M),{,}) egy rész-Lie-algebrajat
alkotjdk, azaz ha f és g elsé integral, akkor {f, g} is els6 integrdl.

7. Tétel. [Liouville] Tekintsink egy H : M*™ — R Hamilton-fiiggvényt hamiltoni rendszert. Legyen
Fi = H. Ha F1,...,F, € C®(M) n figgetlen'® elsé integrdl és {F;, F;} = 0 minden i,j-re, akkor a
rendszer teljesen integralhaté, azaz a Hamilton-egyenlet “explicite” megoldhats!!.

Megjegyzés. E tétel jelentoségét mutatja, hogy a dinamikalényegében minden megoldott rendszere valéjaban
teljesen integralhaté hamiltoni rendszer.

10 Azaz (dFi)z, ..., (dFn)z € TaM linearisan fiiggetlen minden z € M pontban.
11 A pontos megfogalmazdst 1d. [Arn] 259-260. oldalén.
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3 Szimplektikus sokasagok geometriai kvantalasa

Az el6z6 alfejezetekben lattuk, hogy a klasszikus mechanika hamiltoni modelljét a szimplektikus geometria
matematikal appardtusa alapozza meg. A geometriai kvantdlas feladata, hogy a klasszikus mechanikardl
kvantummechanikdra valé attérést szimplektikus geometriai mddszerekkel valdsitsa meg. A kovetkezd
tablazat a hamiltoni klasszikus illetve kvantummechanika matematikai modelljét hasonlitja Ossze.

| hamiltoni | Klasszikus mechanika | Kvantummechanika |

fazis- ill. allapottér (M,w) szimplektikus sokasdg P(H) projektivizalt Hilbert-tér

megfigyelheté mennyiség f:+ M — R sima fliggvény A : H — H szimmetrikus
operator

Hamilton-fiiggvény ill. | H € M — R sima fliggvény H : H — H szimmetrikus

operator operator

mozgas Xy hamiltoni  vektormezd | e idé&fejleszto operdtor

generdlta fazisaram generalta id6fejlodés

Dirac altalanos kvantdildsi szabalyai: A kvantdlds egy egységelemes valds Lie-algebra-homomorfizmus
a klasszikus megfigyelheté mennyiségek (C*(M),{,}) Lie-algebrajardl a kvantumos megfigyelhetd men-
nyiségek (O,i[,]) Lie-algebrdjdba. Mas széval minden f : M — R sima fliggvényhez, azaz klasszikus
megfigyelhet6 mennyiséghez egy f : H — H szimmetrikus operatort, azaz kvantumos megfigyelheté men-
nyiséget rendeliink, igy hogy teljesiil a kovetkezé hdrom axiéma:

(Ql) f— f leképezés R-linedris

(Q2) ha f = c konstans fiiggvény akkor f=cly

(Q3) ha {f1, f2} = f3 akkor [fl,fz} =ifs

Megjegyzés. 1. Minthogy a pozicié és impulzus koordindtékra teljesill, hogy {g;,p:} = 1 a (Q2) és (Q3)
axiéma azonnali kovetkezménye a [§;, p;] = i1y Heisenberg-féle hatirozatlansigi relacié.

2. Nem minden (Q1), (Q2) ill. (Q3) axidém4t teljesité dbrdzolas tekinthetd fizikiailag ésszerli kvantum-
mechanikai rendszernek. Baj, ha a H Hilbert-tér “tul nagy” illetve ha bizonyos esetekben az dbrazolas
reducibilis.

3.1 Elckvantalas

Egy (M?",w) szimplektikus sokasdg Liouville-féle térfogati formdja az v = “;—T differencial csics-forma,
azaz 2n-forma. Minthogy w sehol nem elfajulé v sehol nem tiinik el. Lokalisan egy kanonikus koordinata-
rendszerben w = Z?:l dg; A dp; tehat

v=dg A...dg, Adp1 A...Adpy,.

Az elckvantalas Hilbert-tere az
H=L*M)= {@b:M—)C;/ |1,b|2<oo},
M

ahol a skaldrszorzat a
W)= [ v
M

definiciéval adott.
Az (5) azonossagbdl latjuk, hogy az
F(§) = iXsy
hozzarendelés teljesiti (Q3)-at és trividlisan teljesiti (Q1)-et. Azonban nyilvan f(c) = 0, tehdt (Q2) nem
teljesill. Hogy (Q2) teljesiiljon modositsuk az el6z6 probalkozast:

~

) =X (¥) + f4.
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Ez mostmar teljesiti (Q2)-t és persze (Q1)-et. Most viszont (Q3) romlott el. Hogy (Q3)-at djra igazzd
tegyik ugy, hogy kézben (Q1) és (Q2) ne romoljon el, becsempésziink egy djabb tagot a képletbe:

F(9) = i[X; () + 2mi(O0(X;))¥] + o = i(dy + 2min6)(X;) + f9 (7)

ahol df = w szimplektikus potencidl.

Ezzel a definiciéval tobb probléma is van. Eldszor is nem mindig 1étezik globdlisan definialt szimplek-
tikus potencidl M-en. Valéban, ha M kompakt, w nem nulla kohomolégia-osztdlyt reprezental, azaz nem
létezik szimplektikus potencial. Ha viszont létezik szimplektikus potencial, akkor meg nem egyértelmi.
Mindkét problémat megoldhatja, ha észrevesszik, hogy a fenti hozzarendelésben megjelens d + 2mif
operator pontosan egy komplex vonalnyaldbon adott, 2726 konnexié matrixd, V konnexié lokélis alakjaval
egyezik meg'?, mig a df = w feltétel e konnexié gorbiiletére a Fy = 27midf = 2miw feltétellel ekvivalens. A
fenti észrevételek a kovetkezo tétellel foglalhatdk ossze:

8. Tétel. [Az el6kvantdlds alaptétele.] Tegyik fel, hogy az (M,w) szimplektikus sokasdgon adva van
eqy L — M hermitikus'® vonalnyaldb és egy V konnezié L-en, tgy hogy Fy = 2miw. Ekkor a

Hi = {L négyzetesen integrdlhatd szelései a (s,s') = / (s, 8" v skala’.rszorzatta,l}
M

Hilbert-tér illetve a .
Co(M)>fwf: Hy — HL
s = iVx,s+fs

definiciéval adott hozzdrendelés kielégiti Dirac (Q1), (Q2), (Q3) kvantdldsi szabdlyait.

Definicié. Az (M,w) szimplektikus sokasdg kvantdlhatd, ha létezik az elézd tételbeli (L, V) par, melynek
neve: elSkvantdlé nyaldb.

Megjegyzés. A Chern-Weil elméletbd] kovetkezik'?, hogy
1
[—,Fv] = ¢i1(L) € im(H?*(M,7Z) — H*(M,R)).

Azaz ha egy (M,w) szimplektikus sokasdg kvantalhaté, akkor
[w] € im(H(M, 7) - H*(M, )
egy egész kohomoldgia-osztilyt reprezental.

Megmutathatd, hogy ez az allitds egyszeresen Osszefliggd sokasagra visszafelé is igaz, azaz:

9. Tétel. Egy (M,w) egyszeresen Gsszefigd szimplektikus sokasdg akkor és csak akkor kvantdlhatd, ha w
egész kohomoldgia-osztdlyt reprezentdl, azaz [w] € im(H?(M,Z)— H?*(M,R)).

Példa. Legyen Q sima sokasdg és tekintsik a (77 Q,w) szimplektikus sokasdgot (V6. (4)). Ekkor létezik
egy kanonikus globalis szimplektikus potencidl, mégpedig a 8 Liouville 1-forma. Ezért valaszthatjuk a
trividlis L = M x C-et komplex vonalnyaldbot és V = d + 2mi6. Ekkor Fy = 2midf = 2miw, tehdt (M,w)
kvantdlhaté és (L, V) egy elékvantdlé nyaldb. Ha most @ = R™ = (q1,...,q,) akkor Hy = L%(R?") és
P = —ia%_ illetve ¢; = —i% + g;. Latjuk, hogy a Hilbert-tér “tul nagy”, azaz a hullamfiggvények nem
csak a poziciétdl, hanem az impulzustdl is fliggnek.

A kovetkez6kben a fenti (illetve mds, itt nem részletezett) problémék megolddsaképpen csak olyan
hullamfiiggvényeket fogunk tekinteni, amelyek nem fliggenek az impulzus koordinataktdl, azaz konstansok
a kotangens tér iranyaban. Minthogy koordinita fliggetleniil szeretnénk dolgozni, be kell vezetniink a
polarizacié fogalmat.

12L4sd Etesi-eléadas (18).
13 Azaz egy komplex vonalnyaldb egy a fibrumokon siman valtozé hermitikus formaval. V& Matolcsi-el8adds 3.2.
14L4sd Etesi-el8adas 32. oldal.
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3.2 Polarizacidok

Definicié. Egy D C TM k rangi résznyaldb neve: k-altér-disztribicié. Egy D C T'M altér disztribicié
integrdlhatd, ha X, Y € T'(M, D) esetén [X,Y] € I'(M, D).

Példa. 1. Egy 1l-altér disztribicié mindig integrdlhaté, hiszen [,] antikommutativ.

2. Egy M sokasig k-dimenzids diszjunkt részsokasdgokkal torténd lefedése egy rétegezés, ha lokalisan
ez az eloallitas R™ parhuzamos k-dimenzids affin altereivel tortén6 fedéssel ekvivalens. A rétegezésben
résztvevd részsokasag neve: levél. A levelek érint6 terei egy k-altér-disztribiiciét hataroznak meg. So6t
konnyen lathatd, hogy ez a disztribicié integrdlhaté. Megmutathatd, hogy ez forditva is igaz, tehdt egy
disztribucié akkor és csak akkor integrdlhatd, ha egy rétegezéshez tartozik.

3. Egy fibralt nyalab teljes terét a fibrumok rétegzik. fﬂsgy példaul a T* M koérinté nyaldb teljes terét
a koérinto terek rétegzik és igy a levelek érintoterei egy D n-altér-disztribuciét definialnak. Vegyuk észre,
hogy w, a kanonikus szimplektikus forma, teljesiti az w,|p, = 0 feltételt, mas széval D, C T (T* M) egy
Lagrange-altér'®.

A kovetkezo definicid ezt a rétegezést altalanositja koordindta-fiiggetlen médon tetszoleges szimplektikus
sokasdgra.

Definicié. Egy (M?",w) szimplektikus sokasdg egy P C TM n-altér-disztribiciéja egy polarizdlds, ha P
integralhaté és minden z € M pontra w;|p, = 0, vagyis P, C T, M Lagrange-altér.
Egy polarizacié teljesen integrdlhaté egy H : M — R Hamilton-fligvényre nézve, ha Xy € P.

Megjegyzés. Ha a P polarizacié teljesen integralhaté a H Hamilton-fligvényre nézve, akkor a Hamilton-
egyenletet elméletileg meg tudjuk oldani. Ugyanis ez esetben a mozgas a polarizdcié generdlta rétegezés
levelein torténik. Egy levélen pedig megmutathatd, hogy a mozgds “linedris” egy kanonikusan definidlhaté
lapos torziémentes konnexiéra nézve (V6. [Wood].).

Példa. 1. A fent definialt disztribicié T* M-en tehdt nyilvdn egy polarizdlas. Ha azonbana H : "M — R
Hamilton-fiiggvény egy természetes Lagrange-féle mechanikai rendszer Lagrange-fiigvényének Legendre-
transzforméltja, akkor H mindig fuggeni fog az impulzus koordinataktdl, és igy X g sohasem csak koérinté
irany1i'®, azaz a polarizacié nem teljesen integralhatd.

El6fordul azonban, hogy egy masik polarizacié teljesen integrdalhaté lesz H-ra nézve, és akkor a dinamikai
probléma elméletileg megoldhats.

2. Legyenek H = Fy,F;,...,F, egy teljesen integrdlhaté hamiltoni rendszer linedrisan fuggetlen
paronként involuciéban 4116 elsé integraljai (Lasd 7. Tétel). Ekkor kénnyen lathatéan az F = (Fy,..., Fp):
M — R™ leképezés szintfeliletei egy H-ra nézve teljesen integralhaté polarizaciét definidlnak. Tehdt a 7.
Liouville-tétel specialis esete a fenti megjegyzésnek.

Definicié. Legyen P C TM egy polarizacid, (L, V) egy elékvantdlé nyaldb az (M,w) szimplektikus
sokasdgon. Ekkor egy s € T'(M, L) szelés polarizdlt, ha Vxs = 0 minden X € T'(M, P) C T(M,TM).

Megjegyzés. Lokalisan léteznek polarizdlt szelések, 1lévén Fy = 2miw és w|p, = 0 tehdt a V konnexid
gorbiilete 0 a levelek iranyaban.

A kvantdlds terve: Legyen Hp az L elokvantalé nyaldb L? szeléseinek Hilbert-tere. Ezt a teret tekintjiik
a kvantdlds Hilbert-terének. Megmutathatd, hogy ez esetben f(’Hp) C Hp akkor és csak akkor, ha f
megérzi P-t, azaz Xy € ['(M, P). Sajnos M p trividlis P valds polarizdlds esetén. Ahelyett, hogy ezt a
problémét megoldanank valds polarizaciékra'” | bevezetjiik a Kahler-polarizacié fogalmat és megmutatjuk,
hogy ez esetben a fenti terv nagyon szépen mitkodik.

15y3. Matolcsi-eldadés 2.3.
16 M4s széval a pozicié sohasem megmaradé menyiség.
17 A probléma megoldésaért ldsd [Wood]-t.
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3.3 Komplex sokasagok

Definicié. Legyen V n-dimenzids valés vektortér.
e AVe =V grC, azaz Vg = {X +iY|X,Y € V} komplex vektortér a V komplezifikdli vektortere.
e Ha Z = X +1iY € V¢, akkor a konjugdlt vektora Z = X — iY.
e Ha W C V¢ komplex altér, akkor W = {Z|Z € V} a konjugélt altér.

Megjegyzés. Ha J egy komplex struktira V-n, akkor tekinthetjik V¢
Pr={J(X)+iJ(Y)=iX-Y}

komplex alterét. Konnyen lathatd, hogy Py x Py = V¢ (azaz P C P =0és Py n-dimenzids). Koénnyen
megmutathatd, hogy ez igaz forditva is:

10. Lemma. Létezik egy egy-egy értelmi megfeleltetés a V-n adott J komplex struktirak és a Px P = V¢
tulajdonsdgi P C Vi komplez alterek kézott.

Definicié. Egy (T; M, J;) z-ben simdn véltozé komplex struktira M-en egy majdnem komplez struktirdt

definial.

Példa. Az R?*™en adott konstans J komplex struktirat, amely minden érintd téren a kanonikus komplex
strukturadt adja, a komplex sokasdgok standard modelljének nevezziik.

Definicié. Egy (M,J) majdnem komplex struktira integrdlhatd, ha minden pont valamely kornyezete
izomorf'® a standard modell egy nyilt résszével.

Megjegyzés. Tekintsink két kornyezetet, amelyek izomorfok a standard modell egy nyilt részével. Ekkor
az ezekhez a térképekhez tartozé ¢ : R?" — R2" attérési fiiggvény teljesiti, hogy

Ty(IX) = JTy(X) (8)
minden X € TR?" érinté vektormezére. Legyen R?" standard koordindtai (z1,...,Zn,¥Y1,.--,Yn) és igy
6‘; = Biyi' Legyen ebben a koordindta-rendszerben ¢ = (¢g,,..., Pz, y.s .- ., ¢y, ). Ily médon lathatd,
hogy (8) a % érintévektormezére alkalmazva a
Ods, 0y,
dz; Oy
8¢y . 8¢,
$a; — 9%y, (9)
Oy; Oz;

ugynevezett Cauchy-Riemann egyenletekbe megy at.

Konnyen lathatd, hogy ez a gondolatmenet igaz visszafelé is, tehat, ha egy sokasdgon adva van egy atlasz,
ahol az &ttérési fiigvényekre teljesillnek a fenti (9) Cauchy-Riemann egyenletek, akkor az egyértelmiien
definial egy integralhat6 komplex struktardat M-en.

Definicié. Egy M 2n-dimenzids differencidlhaté sokasig egy n-dimenzids komplex sokasig, ha lokalisan
homeomorf C* egy nyilt részhalmazaval, és adott egy atlasz, melyben a C* — C* &ttérési fiiggvények
holomorfak.

Megjegyzés. Minthogy egy fuggvény pontosan akkor holomorf, ha teljesiti a Cauchy-Riemann egyenleteket,
latjuk, hogy az n-dimenziés komplex sokasdg nem mds mint egy 2n-dimenzids sima sokasdg integralhaté
komplex struktiraval.

18 M4s széval: majdnem komplex struktirat tartéan diffeomorf.
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Példa. 1. C* nyilvanvaléan egy n-dimenzids komplex sokasdg.
2. Legyen CP™ = C**! \ {0}/ ~ ahol az ~ ekvivalencia relacié a

(2o, Z1y---y2n) ~ (Azo, A21,...A2,)

minden A € C* = C\ {0} definiciéval adott. A CP™ tér neve: komplez projektiv tér. Konnyen ldthatéan
CP™ egy n-dimenzids kompakt komplex sokasag.
Példdul n = 1 esetén CP! az tin. Riemann gémb, ami egyébként az egyetlen komplex struktiira S2-n.

Definicié. Egy f : M — N leképezés komplex sokasdgok kozott holomorf, ha tetszéleges terképekre
attérve, holomorf (azaz a Cauchy-Riemann egyenleteket kielégits) fiiggvényt kapunk.

Egy M* C N™ részhalmaz egy komplex részsokasdg, ha M* egy komplex sokasig, az i : M* — N™
beagyazas egy holomorf bedgyazés, azaz, ha M* C N™ lokalisan C* C C"-ként térképezhetd.

A kovetkezo tétel azt mutatja, hogy CP™ komplex geometridja igazabdl algebrai geometria.

11. Tétel. [Chow] CP™ egy M kompaki komplez részsokasdga algebrai sokasdg is, tehdt polinomidlis
egyenletekkel irhaté le. Ez esetben M neve: projektiv varietds.

Definicié. Legyen F és M komplex sokasdg és m : E — M holomorf. Ha m minden p € M pont kériil
p € U C M lokdlisan U x C* — U alaku, és a trivializacidkat holomorf attérési fuggvények kotik ossze,
akkor 7w egy holomorf vektornyalgb.

Egy m : E — M holomorf vektornyaldb szelése egy olyan s : M — E holomorf leképezés, amelyre
prar o s = idpr. A holomorf szelések egy komplex vektorteret alkotnak, amit HO(M, E)-vel jeloliink.

Példa. 1. Trividlis vektornyalab: pras : M x C* — M, ahol M x C* a szorzat komplex sokasdg, mig pras
a holomorf projekcié M-re.

A trivialis nyalab szelését azonosithatjuk egy s : M — C* holomorf leképezessel. Mikor r = n ez épp
egy holomorf figgvény M-en. Kompakt komplex sokasdgok alapvet6é tulajdonsdga, hogy rajtuk csak a
konstans figvények holomorfak. Ez a komplex analizis maximum-elvébol vezethetd le. Ez a tulajdonsig
lényegesen kiilonbozik a sima figvényeknél megszokottdl, hiszen egy kompakt differencidlhaté sokasagon
temérdek sok sima fiigvény definialhaté.

2. Legyen H = (C**! \ {0}) x C/ ~, ahol az ~ ekvivalencia relécié a

((z0,21,---,2n),2) ~ ((Az0, Az1, ..., AZn), Azp)

formulaval adott minden A € C* esetén. Megmutathatd, hogy ez egy komplex sokasdg és, hogy a pro-
jekcié az els6 faktorra ad egy H — CP™ holomorf vonalnyaldbot. Ezt a vonalnyaldbot hipersik-nyaldbnak
nevezzik.

Meggondolhaté, hogy a hipersik-nyalab szelései azonosithatéak f : C**+1\{0} — C holomorfleképezésekkel,
melyekre f(Az) = Af(z) minden XA € C* esetén, amibél pedig kovetkezik, hogy f egy linedris fiiggvény.
Emiatt HO(CP™, H) = (C**!)* egy n + 1-dimenzids vektortér.

3.3.1 Cauchy-Riemann operator

Legyen adva az M sima sokasagon egy integralhaté komplex struktura, J. Ekkor J definidlja a komplexi-
fikélt érintonyaldb egy Py C TocM = TM Rg C résznyalabjat, gy hogy P; ® Py = To M. Szokés T(é’OM—el
jelolni Pj-t és T(g’lM—vel jeldlni ennek Py konjugdltjit. Azaz a komplex struktiira definil egy

TeM =T)°M 0 TO'M

felbontast. Tovabba jeldljiik AMO(M)-el To°M dudlisét illetve A% (M)-el T M duélis vektornyaldbjat.
Ily médon nyerjik
ToM = AY(M) = AM(M) © A% (M)

felbontdsat, szelésekre attérve a

Qu(M) = (M) @ Q¥Y(M) (10)
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felbontast nyerjik.

Most pedig tekintjik a d¢ : C¥ (M) — Qf(M) leképezést a d kiilsd differencidl-operdtor komplexi-
fikaltjat. A (10) felbontést hasznalva a dc operatort elbéllithatjuk, mint két operdtor, 8 : C¥ (M) —
QLO(M) és 8: CX (M) — AQOY (M) Ssszegét. Tehdt

d@ =0+ 5

A 8 operétor neve Cauchy-Riemann operdtor. Az elnevezés onnan szarmazik, hogy az 8f = 0 egyenlet
a Cauchy-Riemann egyenlet fliggvényekre. Hogy ezt lokalis koordindtédkban is lassuk, legyenek (21, ..., z,)
holomorf koordindtak!® M-en. Ekkor AL°(M) bazisa dz1,...,dz,, mig A%! bézisa dzy,...z, lesz. Ily

médon latjuk, hogy
df =(0+9)f = Z dzﬂuz dzz

Azaz
- 8
=2 5 m
=1

a Cauchy-Riemann operdtor lokalis alakja, a Cauchy-Riemann egyenlet pedig az ismer0s,

sz

alakot nyeri lokalisan. A Cauchy-Riemann operator jelentésége pedig abban rejlik, hogy 8f = 0 akkor és
csak akkor, ha f holomorf.

z; =0

3.4 Kahler-sokasagok

Definicié. Legyen M sima sokasdg, ekkor egy z-ben simén véltozé (Tp M, Jg, ws, gz) kalibrdlt komplex
struktira®® egy majdnem Kdhler-struktira M-en.

Ha tovdbba mind a majdnem szimplektikus mind a majdnem komplex struktira integralhatd, akkor a
Kahler-struktira is integralhat6. Ez esetben M neve Kahler-sokasdg és w a Kahler-forma.

Megjegyzés. Mondhattuk volna egyszeriibben, hogy a Kahler-sokasdg az egy szimplektikus és komplex
sokasdg egylitt, ugy hogy a g(X,Y) = w(X, JY) bilinearis forma pozitiv definit, azaz egy Riemann metrika.

Példa. 1. A legegyszeriibb Kahler-sokasdg a C" a kanonikus komplex struktirdval a . ; idz; A dz;
szimplektikus formdval és a Z?:l dz; ® dz; Riemann metrikdval.

2. Az el6z6 Kahler-struktiurabdl redukciéval nyerhetjiik CP™-en az ugynevezett Fubini-Study Kahler-
strukturat. Az ebbdl a Kahler-struktirabdl szdrmazé szimplektikus forméra nézve pedig CP™ kvantalhato,
és az el6kvantild nyalab pontosan a hipersik-nyalab.

3. Kahler-sokasag komplex részsokasdga szintén Kahler, hiszen 6rokli a komplex struktirit és a Rie-
mann metrikat, amibél latjuk, hogy a szimplektikus forma megszoritdsa a komplex részsokasigra nem
degeneralt.

Ebbol és az el6z6 példabol kovetkezik, hogy minden sima projektiv varietas Kahler és hogy a szimplek-
tikus formdja kvantalhaté. Kodaira bedagyazdsi tétele ennek a forditottjat mondja ki:

12. Tétel. [Kodaira bedgyazasi tétele] Ha egy kompakt Kihler-sokasdg, mint szimplektikus sokasdg,
kvantdlhatd, akkor bedgyazhaté CP™ -be, tehdt projektiv varietds.

19 A korabbi jeldlésben z; = ; + 1y;
201,35d Matolcsi-el8adas 3.3.
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3.5 Kahler-polarizacio

Definicié. Legyen (M,w) szimplektikus sokasdg és jelolje C = M x C a trivilis komplex vonalnyaldbot.
Tekintsik a Tc M = Ty ®rC komplexifikdlt vektornyalabot, amely egy komplex vektornyaldb, mely fibruma
a (Te M), = T, M ®r C komplexifikdlt vektortér.

Ekkor a komplexifikalt érintonyalab egy P C T M komplex résznyaldbjat hivjuk komplez disztribicionak.

Tovabba a P C TeM komplex disztribicié egy komplez polarizdcid, ha teljesil a kovetkezé harom
feltétel:

1. P, C (TcM),, Lagrange-altér,

2. D,, = PpNP,,NTcM konstans dimenziés vektortér, azaz D = PNPNTcM egy komplex disztribicié,

3. P integrdlhatd, azaz minden m € M pont koriil 1éteznek 21, ...z, € C& (M) sima komplex fiigvények,

hogy X,, feszitik P-t.

Példa. 1. Tekintsunk egy valds polarizalast: P C TM. Ekkor a komplexifikalt disztribicié Pp C Te M
konnyen lathatéan egy komplex polarizalast ad. Ez esetben Po = Pg, azaz D = Pc N Pp = Pp. Ez
visszafelé is igaz, tehat ha egy P’ komplex polariziciéra P’ = P/, akkor P’ = Pg valamely valds polarizéacié
komplexifikaltja.

2. Egy P C Tc M komplex polarizaciét, melyre PN P = 0, pszeudo- Kdhler-polarizdciénak neveziink. Ez
esetben ugyanis P @ P = Tc M, azaz kapunk egy J majdnem komplex struktiirdt. A komplex polarizacié
definiciéjanak 3. feltételébol kovetkezik, hogy ez egy integrdlhaté komplex struktira. fgy ha a g(X,Y) =
w(X,JY) bilinearis forma pozitiv definit, akkor egy Kahler-sokasdgot kapunk. Ezeket a polarizdcidkat
Kahler-polarizdcionak nevezzik. Ez visszafelé is igaz, tehit egy Kahler-sokasdg mindig meghataroz egy
Kahler-polarizaciét. Azaz a Kahler-struktira ekvivalens a Kahler-polarizaciéval!

3.6 Kvantalas Kahler-polarizacioban

Legyen (M, w) egy kvantdlhaté szimplektikus sokasdg (L, V) az elékvantdlé nyaldb és legyen P C To M egy
Kahler-polarizacié. Ekkor L egy s sima szelését polarizaltnak nevezziik, ha Vs = 0 minden X € I'(M, P)-
re. Tovdbba L polarizdlt L? szeléséit Hp C Hp-vel jeldljiik és ebben a polarizdldsban a kvantdlt rendszer
Hilbert-terének gondoljuk.

Minthogy a A gorbiilete a levelek irdnyaban 0, belathatd, hogy lokalisan 1éteznek nem trividlis polarizalt
szelések, azaz az Vs — 0 egyenlet lokalisan megoldhaté nem trividlis médon. Tovabbd, ha s és s' = ¥ - s
mindketten polarizaltak, ahol ¥ € C¥ (M), akkor minden Bili P-beli vektormezore

ov ov
0=Vos§=VoUs=UV 5 5+-—-5=—"5,
8z; 8z; 8z 0z; 0z;
azaz g—; = 0 minden i-re, ami pedig pontosan azt jelenti, hogy ¥ egy holomorf fiiggvény. Ily médon

a Kahler-polarizacié indukal egy holomorf struktirdt L-en dgy, hogy L polarizalt és holomorf szelései
megegyeznek. Igy kapjuk meg a geometriai kvantdlds végeredményét Kahler esetben:

Hp = H°(M, L).

3.7 6sszegzés

Legyen (M,w) Kahler-sokasdg, azaz egy szimplektikus sokasdg egy Kahler-polarizdciéval. Ha mint sz-
implektikus sokasdg kvantalhatd, akkor tekintjik az (L, V) elékvantdlé nyaldbot, azaz Fy = 2miw és az
ebbdl nyert Hj el6kvantalt Hilbert-teret. Ezek utdn tekintjik a Kahler-polarizdciét és az dltala indukalt
holomorf struktirét L-en. Majd a kvantalds masodik lépésében eldéllitjuk a Hp = H°(M, L) Hilbert-teret.

Példa. A CP™ a Fubini-Study Kahler-polariziciéban elckvantalhaté a H hipersik-nyalabbal, mint el6kvantalé-
nyaldbbal. A végsé Hilbert-tér pedig a HO(M, H) = (C**1)* tehdt egy (n + 1)-dimenzids vektortér lesz.
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4 Jones-Witten elmélet

4.1 Axiématikus topologikus kvantummezd-elmélet

Egy d+1-dimenzids topologikus kvantummezé-elméletet egy Z hozzdrendelés definial, ami egy nem feltétlenul
osszefliggd %, zdrt, kompakt, irdnyitott d-dimenzids sokasdghoz egy Z(X) véges dimenziés hermitikus kom-
plex vektorteret rendel, tovabba egy Y kompakt peremes irdnyitott d + 1-dimenzids sima sokasiaghoz, ame-
lynek pereme X, egy Z(Y) € Z(X) vektort rendel a Z(X) vektortérben, gy hogy teljesiilnek a kovetkezd
axiémak

(A1) involutiv: Z(X*) = Z(X)*, azaz a megforditott irdnyitdsi sokasdghoz a dudlis vektorteret rendeli

(A2) multiplikativ: Z(2;U%;) = Z(21) ® Z(Z3), azaz két sokasdg diszjunkt uniéjdhoz a vektorterek
tenzorszorzatat rendeli

(A3) asszociativ: Y =¥ Ug, Y3 esetén

Z(Y) = Z(Y2)Z(Y1) € Hom(Z(21), Z(%3))

(A4) Z(0) = C, azaz az lres d sokasdgot egy 1-dimenzids vektortérbe viszi
(A5) Z(E x I) = idz(x) € End(Z(X)), tehdt a hengerhez az identitas-operatort rendeli

Példa. 1. Els6 példa képpen megmutatjuk, hogy hogyan értelmezhetjiik a hamiltoni kvantummechanikat
egy 0+ l-es kvantummezo6-elméletnek, amely kielégiti a fenti Al-A4 axiémakat, azzal a médositassal, hogy
az elmélet 1-dimenzids részében Y-on egy metrikat is megadunk, azaz megmondjuk a szakasz hosszat.

Legyen H = % + V(§) a rendszer Hamilton-operatora és # = L?(IR) a rendszer hullamfiiggvényeinek
Hilbert-tere. Az elmélet 0-dimenzids része a fentiek szerint egy 0-dimenzids sokasdghoz, azaz pontok
diszjunkt halmazdhoz kell Hilbert-tereket rendeljen. (A2) szerint azonban elegendé megmondanunk, hogy
mi legyen a Z(pt). Vélasszuk Z(pt) = H egy hamiltoni kvantummechanikai rendszer Hilbert-terének.
Tekintslink egy [to,t1] C R zdrt intervallumot. Ekkor a kvantummezd elméletnek ehhez egy H* ® H-beli
elemet, azaz egy H — H homomorfizmust kell rendelnie. Legyen ez a homomorfizmus a e*(*1—t0)H

Tehdt a hamiltoni kvantummechanika eme modellje kielégiti a fenti (metrikdval médositott) Al-A4
axiémakat. Latjuk azt is, hogy A5 ekvilens a H = 0 feltétellel. Azaz egy topologikus kvantummezo6-
elméletben trivialis a dinamika. Fizikus szemmel ez az eset érdektelennek és trividlisnak tlinhet, azonban
ahogy a késébbiekben is latni fogjuk, egy topologikus kvantummez6-elmélet nagyon nem trivialis topolédgiai
tulajdonsdgokkal rendelkezhet. A legujabb elméleti fizikai kutatasok eme topolégiai tulajdonsagok alapvetd
fizikai jelentoségét hangsulyozzak.

2. Konnyen megmutathatd, hogy 1 4+ l-es TKME-k egy-egy értelmiin megfelelnek véges dimenzids
ugynevezett Frobenius-algebraknak és igy konnyen osztdlyozhatdk (érdemes ezen a nem trividlis problémaén
elgondolkodni). Az 1+ 1-es elméletek leggyakrabban a Gromov-Witten invaridnsok, és a kapcsolédé kvan-
tum kohomolégia matematikai elméletében bukkanak fel szuperszimmetrikus szigma-modellek formajaban
(Lésd Szenes-eldadés).

3. 2+ l-es elméletre példa a megkonstrudlandé Jones-Witten-elmélet, amelyet Witten 1989-ben dolgo-
zott ki.

4. Witten 1989-ben megmutatta, hogy a 4-sokasagok hires Donaldson-elmélete megérthet6 egy 3 + l-es
TKME keretében. Kideriil, hogy ennek 3-dimenzids része pontosan a szintén az érdeklédés kozéppontjdban
lévé dgynevezett Floer homoldgia! Seiberg és Witten 1994-ben tovabbment és tekintette a fenti Donaldson-
Witten fizikai elmélet dudlisat, amelyet Seiberg-Witten-elméletnek neveziink. A Seiberg-Witten-elmélet
technikailag konyebben kezelhetd, mint a Donaldson-elmélet, ennek tudhaté be, hogy a Seiberg-Witten-
elmélet a 4 illetve 3-dimenzids sima sokasdgok osztdlyozdsdban 1j fejezetet nyitott. A sok 1) eredmény
kozil az egyik taldn legérdekesebb a Thom sejtés megoldasa, melynek legaltalanosabb formajat Ozsvath
Péter és Szabd Zoltdn [Oz,Sz] intézte el 1998-ban.

Az aldbbiakban a Jones-Witten 2 4+ l-es TKME-t fogjuk megkonstrudlni. Ez az elmélet a fizikusok
kérokben mar ismert, igy nevezett SU(2)-Chern-Simons-elmélet:

Definicié. Az SU(2) -Chern-Simons-elmélet
- szintje: egy rogzitett k pozitiv egész szam,
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-térideje: egy M kompakt irdnyitott (peremes) 3-sokasig

-mezdi: A konnexié az M feletti trividlis SU(2) principalis nyaldbon

-egy mércéje: a P trividlis SU(2) principalis nyalab trivializdcidja

-mérce-csoportja: G, a fenti trividlis SU(2)-nyaldb Gsszes szelésének, azaz az Gsszes M — SU(2) sima
leképezésnek a csoportja

- Lagrange-figguénye egy rogzitett mércében: S(A4) = ﬂ Sitr(AndA) + %A ANANA

Megjegyzés. 1. A Chern-Simons forma A A dA + %A AN AN A egy su(2) Lie-algebra értékii 3-forma,
ennek nyoma pedig egy kozonséges 3-forma, aminek integralja egy valds szam. Minthogy a Chern-Simons-
hatas definiciéjdban az A konnexié valamely rogzitett mércében szerepel, meg kell vizsgdljuk S mérce-
invariancigjat.

El8szor is tekintsiik A-t, az 6sszes konnexid terét az M feletti P trividlis SU(2) principélis nyaldbon.
Két konnexid A; — A kiilonbségét egy g : M — SU(2) mérce transzformdcié (g1 A;g+g71dg) — (g7t A2+
g ldg) = g7 1(A1 — Az)g alakba viszi, és igy A; — Az € QY(M,adP) egy su(2) Lie-algebra értékfi 1-
forma. Ezért A egy a Q'(M, adP) vektortéren modellezett affin tér. Ezen a téren hat a mérce csoport az
A gt A1g + g~ 'dg szaballyal?l.

Most megvizsgaljuk, hogy g € G hogyan valtoztatja meg a Chern-Simons funkcionalt:

S(A) — S(g7" Ag + g™ 'dg) =
k 2 2
:_/ tr | ANdA+ZANANA—g (ANdA+ZANANA)g) —
am Jur 3 3

k 1 k

—— | Ztr{(g7'dg) A (g7 'dg) A (¢7'd ——/ trd(g""AAd

ir |, 307 {7 de) A (o™ dg) A (g7 dg)}} — o | trd(g 9),

az els6 tag nulla, hiszen konjugdlt métrixok nyoma megegyezik, a harmadik szintén eltlinik Stokes-tételébol,
és igy

S(4) - S(g~ g + g7 dg) = 13- [ tri(a™da) A (a7 da) A (o)),

masrészt megutathato, hogy

1
2472

/M tr{(g*dg) A (g~ 'dg) A (9~ dg)},

megegyezik a g : M — SU(2) leképezés fokaval és igy egy egész szam (V6 Etesi-eldadds). Ebbél kovetkezik,
hogy S(A) jél definidlt modulo 27. Ha tekintjiik az R — S z > 2@ leképezést, akkor latjuk, hogy
S : A — S!jél definialt.

2. Ugyanugy, mint a Lagrange-féle klasszikus mechanikdban, csak azok az A mez6k lesznek mozgasai
a rendszernek, amelyek kritikus pontjai az S Chern-Simons funkciondlnak. Vizsgdljuk meg tehat az S
funkcional egy A kritikus pontjat: Legyen A; = A + at egy egyenes A-ban, ahol a € Q!(M, adP). Ekkor

k 2
S(At) i MtT (At/\dAt—l—gAt /\At/\At)

S(4) + % {/M tr(Fa Aa)+ /M tr(d(A A A))} + O(t?)

tk
= S(4)+ —/ tr(Fa Aa) + O(t?).
4 M
Minthogy A kritikus pontja S-nek f, tr(F4 Aa) = 0 minden a € Q!(M, adP) esetén. Kovetkezik, hogy
F4 = 0. Megmutathatd, hogy ez igaz visszefelé is, tehat, A akkor és csak akkor kritikus pontja S-nek, ha
lapos, azaz F4q = 0.

A kovetkezo fejezetben kiszamoljuk a Jones-Witten-elmélet 2-dimenzids részét azaz megkvantdljuk a
hamiltoni fazisteret.

21Lasd Etesi-eldadés (20)
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4.2 Az elmélet 2-dimenzids része; hamiltoni formalizmus

Legyen M = ¥ x I, ahol ¥ egy g-génuszu zart irdnyithatd feliilet és I az egység-intervallum. Jelolje tovabba
Ps a ¥ trividlis SU(2)-nyaldbot, As a Pg-beli konnexidk affin terét illetve G = Map(X, SU(2)) az Py
meérce transzformaécid csoportjat.

Ekkor egy tetszbleges A € A M feletti SU(2)-konnexié I irdnyud komponense, egy megfelelé mércében,
eltlinik. Emiatt egy M feletti A konnexiéra gondolhatunk igy, mint egy goérbére az As végtelen dimenzids
affin térben. Azonban, mint fent lattuk ezek a gorbék koziil csak azok lesznek a rendszer valédi mozgésal,
amelyek az Ax egy bizonyos alterére a ¥ feletti lapos SU(2)-konnexidk alterére vannak korldtozva. Ha

p: As — Q*(Z, adPs); u(A) = Fa, (11)

akkor ez az altér a u~(0) C As. Emiatt a Hamiltoni formalizmusban a klasszikus fazistér az M =
p~1(0)/Gs tér, azaz a ¥ feletti lapos SU(2)-konnexidk tere modulo mérce transzformécidk.

Minthogy egy lapos konnexié holonémidja minden osszehizhaté gorbén 0, ezért egy tetszodleges gorbén
a holonémia csak a gorbe homotdpia-osztalyatdl fugg. Ily médon megmutathatd, hogy egy lapos konnexid
egyértelmiin leirhaté egy m1(M) — SU(2) homomorfizmussal:

13. Tétel. M == lapos konneziék Ps-n/Gs = Hom(m1(X) — SU(2))/konjugdlds

Ez a tétel tehat egy fogalmilag egyszeribb térrel azonisitja elméletiink fazisterét. Ismeretes, hogy a
m1(X) csoport megadhaté generdtorokkal és reldcidkkal a

m1(89) = (A1, B1, ... Ag, By|I_, A;B; A7 Bt = 1)

alakban. Tekintsiik az

r: (SU(2))? x (SU(2))¢ — SU(2)

leképezést a
(A1, By, ... Ag, Bg) = I, A; B; A7

definiciéval. Ekkor nyilvan

M = r7H1)/SU(2).

Ebbdl az eloallitasbol latjuk, hogy M kompakt.

Tovéabba igaz az is, hogy irreducibilis reprezentaciékhoz?? tartozé M-beli pontok koriil 1étezik?® kanon-
ikus sokasdg struktira. Gondolhatunk M-re mint egy szingularis sokasagra. Ha g > 1 akkor az irreducibilis
reprezentdcidk egy slirli nyilt halmazt alkotnak. A sokasdg dimenzidjat pedig konnyen kiszamolhatjuk a
definiciéjabél, ugyanis (SU(2))? x (SU(2))9 6g-dimenzids, igy r~1(1) (6g-3)-dimenzids és igy dim(M) =
6g — 3 — 3 = 6g — 6.

4.2.1 Szimplektikus struktiira M-en

Tekintsiik a végtelen dimenziés A affin tér érintéterét: TAs = Asg x Q(Z,adPg). Legyen a,b €
Q!(X, adPg) két érintévektor az A € Ay pontban. Ekkor definidljuk az & differenciél 2-formét

@(a,b) = ﬁ/ —tr(a A D)
i Js

képlettel. Minthogy a definicié fiiggetlen A-tdl igy a 2-forma konstans és igy d = 0, tovabb4 az is lathatd,
hogy @ nem degeneralt. Ily médon nyeriink egy (A, &) végtelen dimenzids szimplektikus teret. Tovdbba
a Gz-hatds Az-n megdrzi ezt a szimplektikus format, és megmutathaté, hogy M = p~1(0)/Gs (sima
pontjaiban) 6rokdl egy w € Q%(M) szimplektikus formét.

Van tehdt egy (M,w) szimplektikus sokasdgunk és ezt szeretnénk megkvantdlni. Ehhez geometria
kvantdldst hasznalunk. Kideril ugyanis, hogy (M,w) kvantdlhatd, azaz létezik rajta (L, V) elékvantdld
nyalab, tehat Fy = 27miw. Ahhoz, hogy a kvantdlas masodik felét végre tudjuk hajtani, szikségiink van

22Egy f: m(£) - SU(2) reprezenticid reducibilis, ha f képe SU(2) egy U(1) részcsoportjéba esik, egyébként irreducibilis.
23Ennek oka, hogy irreducibilis pontokban r szubmerzid, azaz derivaltja sziirjektiv.
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egy polarizdciéra M-en. Ehhez felruhdzzuk ¥-t valamely 7 komplex struktirdval, és tekintjik az Asx
komplexifikdlt érintényaldbjdn adédé

TcAs = QH(Er, adPs) = QV°(Z, adPs) © Q%1 (Z,) (12)

felbontast. Kideril, hogy ez egy Kahler-polarizicid és, hogy Gx ezt megtartja. fgy kapunk egy Kahler-
polarizdciét (M,w)-en. A 3.6 fejezetben leirtak szerint nyeriink egy holomorf struktirdt L-en. Tovdbba
a geometria kvantélds Hilbert-tere a Hp = HO(M, L) vektortér lesz. A k. szintli elméletben M-en a
kw szimplektikus format, illetve az (L*, V) elékvantélé nyalabot tekintve, a fenti (12) komplex struktiira
egy P Kahler-polarizdciét eredményez a (M, kw) szimplektikus sokasdgon. A 3.6 fejezet szerint ebben a
polarizéciéban a geometriai kvantalds Hilbert tere a Hp, = H°(M, L*) komplex vektortér. A tovabbiakban
rogzitjuk k-t.

A fenti konstrukci6 tehat megad egy véges dimenzids vektorteret minden 7 komplex struktirara X-n.
Ily médon kapunk egy vektornyaldbot a ¥ komplex struktirdinak T terén. Ts egy (3g — 3)-dimenzids
komplex sokasdg, neve Teichmiiller-tér. Megmutathatd, hogy létezik egy kanonikus (projektiven) lapos
konnexié ezen a vektornyalabon és igy H°(M., L*) kanonikusan azonosithaté?* minden 7-ra.

Ezt a vektorteret rendeli Witten [Wit]-ben a ¥ irdnyithaté fellilethez. Azaz a k. szintli elméletben
Z(%) = H°(M,, L*). Witten arra is ramutat, hogy ez a vektortér megegyezik bizonyos konform mezé-
elméletbeli tigynevezett konform blokkokkal. Ezek dimenzibjat pedig a Verlinde-formula adja meg?® :

E+1 g-1
. k+2
dim(Z(%7)) = E osin? IT (13)
j=1 SN e

Végezetul megemlitjiik, hogy ezt a formulat a lapos konnexidk modulusterének geometridjabodl elGszor
Aaron Bertram-nak és Szenes Andrdsnak sikeriilt bizonyitania [Be,Sz] 1993-as cikkiikben.

4.3 Az elmélet 3-dimenzids része, lagrange formalizmus

Ahhoz, hogy kidertuljon mi koze a Jones-polinomnak a Chern-Simons-elmélethez relativizalnunk kell a
TKME axiéomait. Ahelyett tehdt, hogy ¥ iranyitott feliletekhez rendelnénk vektortereket, pontjaiban meg-
jelolt felilleteket tekintink. Egy ¥ iranyitott felilletet véges sok pontjadban egy G kompakt Lie-csoport irre-
ducibilis reprezentacidjaval megjeldlve pontjaiban megjeldlt felilethez jutunk; jelben: (X, (p1, B1) - - - (pn, Rn)),
ahol p; € ¥ és R; a G kompakt Lie-csoport egy irreducibilis reprezentécidja.

A relativizalt elmélet 3-dimenzids részében pedig Y kompakt peremes sokasdgokat tekintiink, mely-
ben megjelolink véges sok irdnyiott diszjunkt szakaszt (1-dimenzids irdnyitott kompakt részsokasigot)
a G kompakt Lie-csoport irreducibilis reprezentacidjdval. A szakaszok lehetnek zartak és diszjunktak Y
peremétol, vagy lehetnek végpontjaik a Y peremén, mely esetben transzverzilisak a peremre. Az 4j relativ
objektumot (Y;(Ci, R1),. -, (Cn, Rn))-¢l jeloljik, ahol C; fenti tipusu szakasz ill. R; € Irr(G). Ennek
hatdra egy pontjaiban megjelolt iranyitott feliilet lesz. Ily médon természetes médon kiterjeszthetjik a
TKME axiémaéit a relativ esetre.

A relativ esetben célunk egy médositott TKME axiémékat kielégité Z(X, (p1, R1) . - . (Pn, Rn)) vektortér
rendelése, egy pontjaiban megjelélt felillethez illetve egy Z((Y'; (C1, R1), - - ., (Cn, Rn))) vektor a pereméhez
tartozé vektortérben.

A relativ elmélet 2-dimenzids részét a fenti abszolit esethez teljesen analég médon konstrualhatjuk meg
igy, hogy a X feletti lapos konnexidk M tere helyett a X\ {p1,...,pn} felett tekintiink lapos konnexidkat.

Mikor Y zart, akkor minden C; zdrt gorbe és Z((Y'; (C4, R1),. .., (Cn, Ry))) az ilires halmazhoz tartozé
1-dimenzids vektortérben ad egy vektort, azaz egy komplex szamot. A tovabbiakban ezt a komplex szamot
szeretnénk kiszdmolni a Chern-Simons-elméletben.

Definicié. Legyen M zdrt irdnyitott 3-sokasdg, G egy kompakt Lie-csoport. Tovabba legyen C C M egy
zart, iranyitott, Osszefliggé 1-dimenzids részsokasdg, irdnyitott M-beli zart gorbe. Végezetiil legyen R :

24Pontosabban csak P(H®(M, L*)) azonisithaté ily médon, lévén az eldbb emlitett konnexié csak projektiven lapos.
25 Minthogy a baloldalon egy egész szam &ll, igy a formuldbdl kévetkezik, hogy a jobb oldal is egész. Bz Snmagéban is egy
nem trividlis 4llitas.

22



G — GL(n,R) egy n-dimenzids irreducibilis reprezentdcié. Ekkor az dgynevezett Wilson-hurok definicidja:

W(C,R): A — C
A — T’I"R(Holc(A)),

azaz tekintjik az A konnexié C gorbe menti holonémiajat és vesszitk ennek az R reprezentaciéban adédé
nyomat.

Megjegyzés. Gondolhatunk a W(C, R) Wilson-hurokra, mint egy klasszikus mez&-elméletbeli megfigyel-
het6 mennyiségre. Fizikus terminolégidval a Wilson-hurkot “statikus nem abeli toltésnek” is nevezik.

A Wilson-hurkok és egy Feynman-integral segitségével konnyen felirhatjuk Witten mindent megvilagito
képletét:

Z(Y;(C1, Ry),...,(Cn, Ry)) = /A W(C1, Ry) - ... W(Cp, Ry)e 5(4)D(4). (14)

A jeldlés azt érzékelteti, hogy kiintegraljuk .A-n valamely D mérték szerint az intagrandusban megje-
len6 A — C figgvényt. Bar ez a definicié igen elegéns, f6 probléméja, hogy matematikailag a fenti
Feynman-integral nincsen definidlva. Mindazonaltal a fizikusok heurisztikusan tudnak vele szdmolni, és
igy konzisztens eredményekhez vezet. Ez a jelenség emlékeztethet minket a Dirac-delta fiigvényre, mellyel
sokdig a fizikusok gy szdmoltak, hogy nem volt precizen definidlva. Késobb a Dirac deltdt precizen
értelmezték disztribicidként. A Feynman-integrallal, a kvantummez6-elméletek napjainkra taldn leg-
fontosabb eszkozével, is hasonl6 lehet a helyzet, bar az hogy Feynman mar az 1940-es években ezzel
szamolt és azéta senkinek sem sikeriilt preciz matematikai alapokra helyeznie arra mutat, hogy a probléma
igen nehéz. Az Atiyah-féle axiématikus TKME egy igen specidlis esetben prébalja megkeriilni a problémat,
a fizikusok altal a Feynman-integrdlra hasznalt manipuldcidékat axiématizdlva.

Miel6tt a Jones-Witten-elmélet fétételéhez ériink, emlékeztetiink arra, hogy a Jones-polinomot?® a
kovetkezoképpen definialhatjuk. A trividlis irdnyitott csoméra legyen 1 és egy tetszoleges irdnyitott lancra
a

t N, —tdy — (2 7R,

teljestiljon, ahol L, egy rogzitett L irdnyitott ldncdiagram esetén egy rogzitett metszéspont pozitiv irdnyitasi
metszéspontra vald kicseréléséhez tartozd iranyitott lancdiagram. L_ ugyanennek a metszéspontnak a
negativ irdnyitdsd metszéspontra valo kicseréléséhez tartozd lancdiagram, mig Lo a metszéspont megsziintetésével
el64all6 lancdiagram.

Végezetiil kimondjuk az el6adassorozat f6 eredményét?”:

14. Allités. [Witten] Legyen L = C1U...UC, egy ldnc S3-ban. Ekkor a k. szinti SU(2)-Chern-Simons-
elméletben a (14) integrdl az L ldnc Ji, Jones-polinomjdt szdmolja a kévetkezd értelemben:

27

Z(SE; (Cla R), ceey (Cn, R)) = JL(G k+2),

ahol R: SU(2) — GL(2,C) az SU(2) definidlé reprezentdcidja.

Megjegyzés. 1. Witten érvelése eme allitds kimonddsakor a TKME axiémain kiviil tdmaszkodik a konform
mezo6-elméletek tobb eredményére, ezeket itt nem tudjuk ismertetni.

2. Matematikailag preciz formdban a Jones-Witten TKME Z funktorat Reshetikhin és Turaev [Re,Tu]
konstrualta meg 1991-ben reprezentacié-elméleti modszerekkel. Ily médon kapunk tobbek kozott egy zart
3-sokasdg-invarianst az ugy nevezett Reshetikhin-Turaev-Witten invaridnst.

3. Mar a Reshetikhin-Turaev-Witten invaridnsbél is rdismerhetiink a fent vazolt Chern-Simons-elméletre.
Péld4ul a k. szinten Z(X x S') megegyezik Z(¥) dimenzidjdval, azaz pontosan a (13) Verlinde-formuldt
szamolja ki, ami, mint fent lattuk el6keril, mint konform blokkok dimenzidja, illetve a ¥-n él6 lapos
konnexiék modulus terének Kahler-polarizaciéban torténd geometriai kvantdlds végeredményeként adodd
Hilbert-tér dimenzidja.

26 Részletesebb magyarazatért lasd az izgalmas [Rim]-t.
27Minthogy ez az eredmény matematikailag nem jSl definialt “Tétel” megnevezés helyett “Allitasként” hivatkozunk ra.
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4.4 Tovabbi olvasnivalé

A fent vazolt Jones-Witten-elmélet 2-dimenzids részérdl [Ati]-ban olvashatunk részletesebben, bar ez nem
egy nagyon konnyl konyv, lévén nincsenek benne részletesen definidlva a fogalmak, de eligazitdsra jol
hasznalhaté.

Kicsit fizikusabb szemszogbdl, de még mindig kozel matematikai precizitdssal ir a Jones-Witten-elméletrol
Nash [Nash] kényvében, ahol a kvantummezd-elméletek szdmos mas differencidltopoldgiai alkalmazasat is
megtalalhatjuk.

Természetesen a legjobb, bar legnehezebb forrds az eredeti [Wit] cikk, ahol megtaldlhatjuk a Jones-
Witten-elmélet fizikai hatterét is.

A Reshetikhin-Turaev munkdardl és egyéb érdekes csomo- €s 3-sokasdg-invariansokrél magyarul olvashatunk
Riméanyi Richard jél hasznalhaté [Rim] miivében.

Geometriai kvantalasrdl, amely a szimplektikus geometria napjainkban is élénk tertilete, olvashatunk a
matematikiai fizikus Woodhouse matematikusi igényességli [Wood] konyvében.

Végezetill ne felejtsiik ki a magyarul olvashaté [Arn]-ot sem, amely a szimplektikus geometridhoz nyidjt
kézzelfoghaté motivaciot a klasszikus mechanikan keresztiil.
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