Egy kétdimenzids rdacsgeometriai feladat

Az aldbbi probléma felvetéséhez az 1988. évi Kiirschdk Jozsef Matematikai Ver-
seny 3. feladata, ill. az arra adott megolddsom vezetett.

Legyen e és f két, egymdst O-ban metszd egyenes a sikon, és 1—1 (O-t6l kiilonbozo )
pontjuk A és B. Jeloljitk meg e minden olyan pontjdt, amelynek O-tol valo tdvolsdga
az QA tdvolsdg egész szdamii tobbszordse, és hasonloan jeloljitk ki az f egyenes megfelels
tulajdonsdgii pontjait az OB szakasz szerint. Az e egyenes minden megjeldit pontjdn
keresztill pdrhuzamost hiizunk f-fel, f megjelolt pontjain keresztiil pedig e-vel (1. dbra).

z igy kapott egyeneseket (beleértve e-t és f-et is) rdcsegyeneseknek, a rdcsegyenesek
metszéspontjat pedig rdcspontoknak nevezzitk. A rdcsegyenesek és rdcspontok rendsze-
rét roviden paralelogrammardcsnak hivjuk.

A tovdbbiakban a rdcsok néhdny alapvet§ tulajdonsaga koziil az aldbbiakra
lesz sziikség:

(1) Bdrmely rdcs onmagdba megy dat minden olyan eltolds soran, amelyet rdcspont-
bol rdcspontba mutaté vektor hatdroz meg.

(2) Ha A, B, C, D, E, F, rdcspontok, és az ABC, DEF hdromszogek iiresek (azaz
sem a belsejitkben, sem a hatdrukon nincs tovdbbi rdcspont), akkor ABC és DEF terii-
lete egyenld.

(Az elsé allitas igen egyszeriien belathatd; a masodik 4llitds bizonyitisa megtaldlhaté
pl. Hajos Gy., Neukomm Gy., Surdnyi J.: Matematikai versenytétclek II. kotetében,
az 1942/2 feladat II—IV. megoldésiban.)

A megoldani kivant feladathoz két elnevezést vezetiink be. Tegyiik fel, hogy van
egy paralelogrammaricsunk. Az 4, B, C racspontokat nevezziik édsszefiiggdnek, ha
egy egyenesen helyezkednek el, és ott egymast kovets racspontok (azaz semelyik ketts
kozott nincs tovabbi rdcspont). Az M ponthalmazt tmdrnek fogjuk hivni, ha minden
pontja racspont, és a konvex burkdhoz tartozé valamennyi rdcspont Af-beli.

Ha M t6mér halmaz és ,.elég sok™ pontja van, akkor gy érezziik, hogy ezek ko-
z0Ott osszefiiggd pontharmasnak is lennie kell. Ennél lényegesen tébb is igaz:

.

,_.!,v___‘_ SO KRS
1. dbra
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A, A, Ay ... A A
2. dbra 3. dbra

(3) Ha M té6mor halmaz, és pontjainak szdma n, akkor létezik legaldbb n—4 da-
rab M-beli ésszefiiggd ponthdrmas.

Konnyen lathaté, hogy (3)-nal er8sebb altaldnos becslés nem adhaté az Gssze-
fiiggd harmasokra. TetszGleges # (4-nél nagyobb) természetes szdmra ugyanis legye-
nek A4,, Ay, ..., A, €8y r Tacsegyenes egymas utan kévetkezd racspontjai, és legyen
A, és A, az r-rel pdrhuzamos, hozza legkdzelebb esd egyik récsegyenes két szom-
szédos racspontja. Az M= {4,, A4,, ..., A,} halmaz ekkor nyilvan t6mér, és a pont-
jaibél alkothaté valamennyi 6sszefiiggl ponthdrmas r-en van; ezek szdma tehit éppen
(n—2)—2=n—4 (2. dbra).

Mivel osszefiiggd ponthdrmasokat kividnunk talalni, sziikségiink van olyan fel-
tételre, amibsl kézvetleniil kovetkeztethetiink azok létezésére. E célbdl elGszor azt
vegytik észre, hogy harom, egy egyenesbe esG racspont mindegyike tagja egy-egy
olyan 6sszefiiggé harmasnak, amelyek valamennyien e hdrom pont konvex burk4ban
helyezkednek el. Ez a konvex burok ugyanis egy szakasz, amelynek barmely hdrom,
egymasra kévetkez8 rdcspontja dsszefiiggs.

A (3)Aallitas igazolasdhoz ezutin a kovetkezd segédtételt bizonyitjuk be:

(4) Tegytik fel, hogy az ABCD konvex négyszog minden csicsa rdcspont, és a
négyszog A-ndl és B-nél levd szogeinek Osszege 180°-ndl kisebb. Ekkor a négyszogle-
mezen van olyan osszeftiggd hdarmas, amelynek egyik pontja A vagy B.

Legyen E a négyszog 4tl6inak metszéspontja (3. dbra). Ha az AB, AC, BD szaka-
szok valamelyikén van tovabbi racspont is, akkor az 4llitds igaz. Tegyiik fel tehat,
hogy AB, AC és BD iiresek. Tekintsiik az AED hiromszdget. Tételezziik fel, hogy
ebben talalhaté egy tovabbi D’ rdcspont; ekkor az ABCD’ négyszég is konvex,
tovabba

D'ABJ +ABC 4 <DAB< +ABC < < 180°.

A kapott négyszig tehat (az eredeti négyszdgben van, és) szintén eleget tesz (4) felté-
teleinek. Jeldljitk az 4tléinak metszéspontjat E’-vel, és
az elébbihez hasonldéan vizsgiljuk meg, van-e¢ tovabbi
racspont a CE’B haromszdgben, stb. Mivel az eredeti
négyszéglemez véges szimi racspontot tartalmaz, ezért
a fenti 1épések ismételgetésével végiil eljutunk egy, a
(4) feltételeit kielégitd ABC,D; négyszbghdz, tigy, hogy
abban — az Atl6k metszéspontjit E,-gyel jelolve — a A B
C,E,Bés D, F, A haromszdgek belsejében mar nincs rdcs- 4. tbra
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pont (4. dbra). A korébblakhoz hasonléan most is elegend$ azzal az esettel foglal-

koznunk, amikor az ACI, AD,, BC,, BD, szakaszok iiresek. A C,E;B, D,E A
haromszogek ekkor cleget tesznek (2) feltételeinek, igy a terilletiik megegyezik.
Ebbdl kovetkezik, hogy az ABD, és az ABC, hiromszdgek teriilete is egyenld,
vagyis D,C, parhuzamos AB-vel. Mivel az 4 és B cstcsndl lev8 szogek Osz-

szege 180°-ndl kisebb, ezért D,C,<AB-A B pontot a C,D, vektorral eltolva tehit
az AB szakasz bels6 pontjahoz jutunk. Ez a pont azonban (1) szerint maga is racs-
pont, igy A is és B is benne van egy 6sszefiiggé hdrmasban.

Ezutan ratériink (3) bizonyitdsdra. A bizonyitdst n szerinti teljes indukcidval
végezziik ; az 4llitds nyilvanvaléan igaz, ha n=4. Tegyiik fel, hogy (3) igaz minden
olyan esetben, amikor n=k, és legyen a tomér M halmaz pontjainak szdma k-
+1=5. Megmutatjuk, hogy M konvex burkinak mindig van olyan csicsa, amely
benne van egy (M-beli pontokbdl allo) Gsszefliggd harmasban. Ha ezt a pontot el-
hagyjuk M-b8l, a maradék k-elemii halmaz témor lesz, ezért az indukciés feltevés
értelmében pontjaibdl legalabb k—4 darab Osszefiiggl ponthdrmas vélaszthat6 ki.
Ezekhez hozz4itéve az elhagyott cstucsot tartalmazé harmast, M-ben legalabb (k—4)+
+1=(k+1)—4 darab 5sszefiiggl harmashoz jutunk, és éppen ezt kellett belitni.

A bizonyitas teljessé tételéhez tehat elegendd azt igazolni, hogy a konvex burok
valamelyik csicsa benne van egy Osszefiiggé hdrmasban. A konvex burok egy sok-
sz0g; ha ennek valamelyik oldala a végpontokon kiviil tartalmaz még legalibb egy
rdcspontot, akkor ennek az oldalnak barmelyik csucsa megfelel§. A tovabbiakban
ezért foltessziik, hogy a konvex burok mindegyik oldala iires.

Ha M konvex burkédnak 6t, vagy anndl tobb oldala van, tekintsiik 6t egymas
utan koévetkez§ csucsat; legyenek ezek X, Y, Z, T, V. Mivel ZT és TV nem pérhu-
zamosak, ezért az XYZT és az XYTV konvex négyszdgek egyike biztosan nem para-
lelogramma, igy alkalmazhaté ra (4).

Ha a konvex burok négyszog és nem paralelogramma, akkor (4) kézvetlenil al-
kalmazhaté.

Tegyiik fel, hogy M konvex burka az ABCD paralelogramma. Mivel M-nek leg-
alabb 6t pontja van, és az oldalak iiresek, ezért ABCD belsejében taldlhat6 egy O
racspont. Ha Q rajta van valamelyik 4tl6n , akkor annak az atlénak akarmelyik vég-
pontja megfeleld; egyébként ha Q példdul az ACD hiromszog belsejében fekszik,
akkor az ABCQ négyszég lesz az, amire felhaszndlhatjuk a (4) segédtételt. (Az 4 és B
csucsoknal lev( szgek Osszege itt lathatéan 180°-nal kisebb — 5. dbra).

Utoljara azzal az esettel foglalkozunk, amikor a konvex burok hdromszdg. Ennek
oldalai feltételezésiink szerint iiresek, igy a hdromszog belsejében legalabb két pontja
van M-nek; legyenek C és D ilyen pontok (6. 4bra). Amennyiben a CD egyenes at-
megy a h&romszég egyik csticsén, akkor az a csiics hagyhaté el az indukcids bizonyi-
tasban. Ha nem ez a helyzet, akkor CD példaul az AB oldalt nem metszi. Az 4, B, C,

5. dbra 6. dbra
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D pontok ilyenkor olyan konvex négyszdget hatiroznak meg, amelyben az 4 és B
csucsokndl levd szogek osszege 180°-nal kisebb, hiszen ezek a szégek kisebbek a ha-
romszog megfeleld szogeinél. Ismét alkalmazhatjuk (4)-et, tehdt A vagy B elhagyhatd.

Hausel Tamds Budapest, Fazekas M. Gyak. Gimn., III. o. t.

Feladatmegoldasok

F. 2699. Oldjuk meg az aldbbi egyenletet. ahol p és q pdrat-
lan egész szdmok :

"lmllm ¥
sin px-sin gx+2sin px—3singx—4 =0
(3 pont)

"lmm
Bényei K. feladata nyomén

Megoldis. Az egyenlet mindkét oldalabdl kettSt levonva, a bal oldal szorzatta

alakithat6:
(sin px—3)(sin gx+2) = —

Mivel —4=sinpx—3=-2 é 1=singx+2=3, ezért a bal oldal abszolit értéke
csak nigy lehet 2, ha

sinpx—3=-2 ¢ singx+2=1,
azaz, ha

(1) px = §(4n+1) & gx = -’2‘—(4m+3),

alkalmas n, m egészekkel. Meg kell még vizsgdlnunk, milyen n és m egészekre létezik
az (1) egyenletrendszernek megolddsa. Nyilvan (1)-gyel ekvivalens egyenletrendsze-
rekhez jutunk, ha a masodik egyenlet helyett a két eredeti egyenlet hidnyadosit szere-
peltetjiik :

_ P _ 4n+1
2) =% (4n+1), el e

Ez viszont pontosan akkor oldhat6é meg, ha

P _ 4n+1
&) g 4m+3°

Legyen p és g legnagyobb k6z0s osztdja d, ekkor p=dp, és g=dq,, igy

’ P _ 4n+1

A P t5rt mér nem egyszeriisithets, ezért (3”) csak akkor teljesiil, ha valamﬂyen k

egésszel
4) 4n+1=kp, és 4m+3 =kq,.
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